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Resumo
Nesta tese são estudadas aproximações numéricas da solução de um problema de valor de
contorno elíptico, não linear, com domínio em duas dimensões, com particular interesse
na modelagem do escoamento de fluidos em meios porosos. Especificamente, o modelo
estudado descreve o escoamento de um fluido ligeiramente compressível num meio poroso
rígido, em regime permanente. A abordagem empregada para a aproximação numérica
se baseia no uso de métodos de elementos finitos mistos e mistos-híbridos em malhas
quadrilaterais. Na primeira parte é estudada a teoria de métodos de elementos finitos
mistos para o problema em sua forma linear. Também são estudadas diferentes famílias de
espaços compatíveis para esse tipo de métodos em malhas quadrilaterais, já conhecidas,
e suas propriedades de aproximação em malhas de elementos afins e não afins. Após as
considerações sobre a construção de espaços conformes para as formulações mistas, é
apresentada a formulação mista-híbrida associada para esse tipo de problema e é discutida
a sua relação com a formulação mista discreta. Em seguida é feito um estudo do problema
em sua forma não linear e são apresentadas hipóteses que permitam garantir existência e
unicidade das soluções do problema forte, como também do problema misto discreto e são
apresentados resultados de convergência, obtidos em diferentes trabalhos. Nessa parte é
proposto um algoritmo iterativo do tipo Picard para a solução do problema, que utiliza
uma formulação mista-híbrida e os diferentes espaços em malhas quadrilaterais estudados.
Através de experimentos numéricos compara-se o desempenho de diferentes famílias de
espaços discretos compatíveis na aproximação das quantidades de interesse em malhas
afins e não afins.
Palavras-chave: Métodos de Elementos Finitos, Métodos de Elementos Finitos Mistos-
Híbridos, Problemas Elípticos não Lineares, Malhas Quadrilaterais.
Abstract
This thesis deals with numerical approximations of the solution of a non-linear elliptic
boundary value problem, in two-dimensional domains, that arises in the fluid flow in
porous media, such as the steady state flow of a slightly compressible fluid in a rigid
porous medium. The proposed methodology is based on the use of mixed and mixed-hybrid
finite element methods, on quadrilateral meshes. The first part describes the theory of
mixed finite element methods applied to linear problems. It is discussed the use of different
families of compatible spaces for such methods on quadrilateral meshes obtained by affine
and non-affine mappings and it is introduced the equivalent mixed-hybrid formulation.
The study of non-linear elliptic problem follows by presenting hypotheses that guarantee
existence and uniqueness of strong solutions of the problem, as well as of the discrete mixed
problem, and convergence of the numerical solutions. It is proposed an iterative algorithm,
of Picard type, for the solution of the non-linear problem, which uses a mixed-hybrid
formulation and the different conform finite element families studied. A representative
set of numerical experiments is presented throughout the thesis, in order to confirm the
predicted convergence results and to compare the accuracy of the proposed methodology
when different conform spaces are used.
Keywords: Finite Element Methods, Mixed-Hybrid Finite Element Methods, Non-Linear
Elliptic Problem. Quadrilateral Meshes.
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Capítulo 1
Introdução
Escoamentos de fluidos em meios porosos podem ser modelados por sistemas de
equações diferenciais parciais, que representam fenômemos tais como a advecção, a difusão
e a reação de fases e componentes que escoam. Alguns desses fenômenos são descritos por
equações diferenciais parciais de natureza elíptica ou parabólica, que envolvem o gradiente
de uma grandeza que pode ser a pressão ou a gravidade (CHEN; HUAN; MA, 2006).
No caso de gases ou fluidos ligeiramente compressíveis, a conservação da massa
fluida é descrita por termos não lineares nas equações, o que implica um grande desafio
na aproximação numérica das incógnitas do problema. Grande parte dos algoritmos
que comumente se empregam na resolução destes problemas resolve de forma iterativa
problemas lineares associados (CHEN, 2005).
Na solução de problemas de valor de contorno elípticos lineares de segunda ordem, é
comumente usado o método de elementos finitos (ver por exemplo (GIRAULT; RAVIART,
1986; CIARLET, 1978; SˆOLÍN, 2005)), formulado em termos da variável potencial, ou
pressão, p. O fluxo u, que é uma variável de grande interesse nos fenômenos de escoamentos,
em geral é calculado por meio de um pós-processamento da variável primal, ou do seu
gradiente ∇p. A precisão da variável do fluxo u obtida por tais pós-processamentos é em
geral menor que a obtida para a variável potencial e não é garantida a conservação local de
massa (COCKBURN; GOPALAKRISHNAN; WANG, 2007). Uma das formas de resolver
o problema da continuidade do fluxo é usando outras técnicas de pós-processamento,
como as que podem ser encontradas em (DURLOFSKY, 1993; LOULA; ROCHINHA;
MURAD, 1995; CORREA; LOULA, 2007). Em (CORREA; LOULA, 2007), o método
de (LOULA; ROCHINHA; MURAD, 1995), obtido pela adição do resíduo de mínimos
quadrados da equação de conservação da massa à forma fraca da lei de Darcy, tem sua
origem relacionada a métodos estabilizados, sendo aplicado para o caso de campos de
permeabilidade anisotrópicos descontínuos. Esta metodologia permite calcular o fluxo u
com uma maior precisão, resolvendo um problema variacional adicional, embora a taxa de
convergência do fluxo pós-processado ainda não seja ótima (CORREA; LOULA, 2007).
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O método de elementos finitos mistos (BREZZI; FORTIN, 1991; RAVIART; THO-
MAS, 1977; BREZZI, 1974; CHAVENT; ROBERTS, 1991; BOFFI; BREZZI; FORTIN,
2014) é uma alternativa que oferece a vantagem de aproximar com melhor precisão a
variável do fluxo, mantendo a propriedade de conservação local de massa (MOSÉ et al.,
1994). O método é baseado numa formulação variacional mista e busca aproximar de forma
simultânea a variável primal p, e a variável dual ou do fluxo u.
Para o método de elementos finitos mistos existem diferentes famílias de espaços
de aproximação discretos como os definidos em (RAVIART; THOMAS, 1977; BREZZI;
Douglas Jr.; MARINI, 1985; BREZZI et al., 1987) ou (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005).
Esses espaços satisfazem uma condição de compatibilidade que é requerida para gerar
aproximações estáveis. Estes espaços são definidos dependendo da geometria dos elementos.
Em cada caso, a escolha dos graus de liberdade é feita de modo que nas funções base que
aproximam a variável vetorial (neste caso, o fluxo), seja garantida a continuidade da sua
componente normal, característica que define os espaços Hpdivq-conformes, necessários
para a construção de tais métodos.
Cada família de espaços compatíveis tem propriedades específicas de aproximação
em malhas afins e não afins. A capacidade de aproximação destes espaços dependerá dos
mapeamentos empregados na definição das funções de base em cada elemento geomé-
trico. No caso em que tais mapeamentos não sejam afins, a malha geométrica irá conter
quadriláteros convexos gerais (não só paralelogramos); um estudo de aproximações de
espaços Hpdivq em malhas quadrilaterais apresentado em (ARNOLD; BOFFI; FALK,
2005), mostra que, nesse caso, o espaço de aproximação associado ao fluxo pode não ser
satisfatório em relação à capacidade de aproximação do divergente, o que pode afetar a
precisão das diferentes variáveis. Em alguns destes espaços definidos, o emprego de malhas
quadrilaterais gerais resulta numa deterioração na ordem de aproximação se comparado
aos resultados obtidos com malhas afins (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005).
Associada à formulação mista dual discreta do problema linear, existe a formulação
mista-híbrida (BOFFI; BREZZI; FORTIN, 2014; MARINI; PIETRA, 1989; ARNOLD;
BREZZI, 1985), que introduz uma variável adicional conhecida como multiplicador de
Lagrange. Essa variável tem como domínio as arestas da malha e busca impor fracamente
a continuidade da componente normal do fluxo entre elementos. A formulação mista-
híbrida desse problema é equivalente à formulação mista discreta, e oferece a vantagem de
que os espaços de aproximação do fluxo são descontínuos entre elementos e, portanto, a
escolha das bases é feita de forma local. Devido a que a compatibilidade entre os espaços
de aproximação do fluxo e da pressão precisa ser satisfeita só por elemento, tem uma
flexibilidade na escolha das respectivas bases polinomiais no elemento de referência. Além
disso, as variáveis internas podem ser condensadas, o que implica que o sistema linear
global dependerá somente dos graus de liberdade do multiplicador.
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O estudo da presente tese considera uma classe de problemas elípticos não lineares,
e para a resolução destes propõe-se uma abordagem baseada na formulação mista-híbrida,
usando bases locais dos espaços da formulação mista discreta conhecidos. Nesta direção,
entre os objetivos deste trabalho está o estudo de diferentes formulações variacionais do
problema linear associado que estão relacionadas com os métodos de elementos finitos,
especificamente a formulação primal, a formulação mista dual e a mista-híbrida.
No estudo das formulações discretas serão empregadas malhas quadrilaterais com
particular interesse nas consequências do uso de malhas não afins, portanto nessa tese
busca-se também comparar diferentes famílias de espaços de elementos finitos mistos
em malhas quadrilaterais. Especificamente, os espaços propostos por Raviart e Thomas
(RAVIART; THOMAS, 1977), os de Brezzi, Douglas e Marini (BREZZI; Douglas Jr.;
MARINI, 1985) e os de Arnold, Boffi e Falk (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005). Essa
comparação é feita em relação a graus de liberdade, ordem de convergência e erro na
aproximação das variáveis de pressão, fluxo e divergente, em malhas de quadriláteros afins
(rectângulos e paralelogramos) e não afins (quadriláteros convexos gerais).
Finalmente, busca-se apresentar um algoritmo iterativo baseado em formulações de
elementos finitos mistas-híbridas para a solução do problema elíptico não linear estudado,
e analisar o efeito do emprego de diferentes espaços de aproximação para malhas não-afins
sobre a precisão dos resultados. Neste caso, a solução numérica envolve a resolução de um
problema linear auxiliar em cada iteração. Nesta parte, resaltam-se resultados de alguns
trabalhos que abordam problemas elípticos não lineares relacionados ao problema modelo,
e algoritmos que envolvem métodos de elementos finitos e métodos de elementos finitos
mistos com as famílias de espaços de elementos finitos mistos estudadas.
Organização do Texto
O Capítulo 2 é dedicado à introdução da modelagem de escoamentos compressíveis
em meios porosos, e contém definições de grandezas típicas de problemas multifásicos,
resultando na apresentação de um problema modelo que serve de motivação para o estudo
dos métodos numéricos. Para esse problema, que é parabólico não-linear, apresenta-se uma
sequência de simplificações que resultam em um problema de valor de contorno elíptico,
para o qual serão apresentados os algoritmos estudados neste trabalho em suas versões
linear e não linear.
No Capítulo 3, é estudado o problema linear e são apresentadas as formulações
variacionais primal e mista dual e os teoremas que garantem a existência e unicidade da
solução desses problemas variacionais.
O Capítulo 4 é dedicado às versões discretas da formulação variacional mista dual.
São apresentados os espaços de aproximação de elementos finitos mistos em malhas
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quadrilaterais, baseados em famílias já conhecidas, especificamente, os espaços de Raviart-
Thomas, os de Brezzi-Douglas-Marini, e os de Arnold-Boffi-Falk, e suas propriedades
de aproximação em malhas afins e não afins. Um ponto importante a ser discutido na
definição dos espaços de fluxo contidos em Hpdivq é que, para elementos quadrilaterais
gerais, o uso de difeomorfismos bilineares pode resultar em uma menor capacidade de
aproximação do divergente do fluxo (e em alguns casos do fluxo), comparado à aproximação
desta quantidade em malhas geradas por difeomorfismos afins. Com isso, apresentam-se
condições de otimalidade sobre as bases no elemento de referência, de forma que o espaço
gerado na malha geométrica forneça aproximações ótimas para o fluxo e seu divergente na
norma L2pΩq, trabalho que foi estudado em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005).
Em seguida, é apresentada a formulação mista-híbrida, no Capítulo 5, em que os
espaços de aproximação para o fluxo são globalmente descontínuos, com a continuidade
da componente normal do fluxo garantida através da introdução de multiplicadores de
Lagrange (ARNOLD; BREZZI, 1985). Através de experimentos numéricos que utilizam a
formulação mista-híbrida e os espaços de elementos finitos mistos quadrilaterais estudados
no Capítulo 4, são mostradas as propriedades de aproximação desses espaços em malhas
afins e não afins em um problema linear. Em particular, para malhas não afins, pode-se
ver a não convergência ao divergente no caso do espaço de Raviart Thomas (RAVIART;
THOMAS, 1977) de menor índice e a redução da ordem de convergência do fluxo e do
divergente no caso dos espaços de Brezzi-Douglas-Marini (BREZZI; Douglas Jr.; MARINI,
1985).
O Capítulo 6 aborda a aproximação de uma equação elíptica não linear, fazendo
uma revisão de resultados de existência e unicidade de solução de problemas que envolvem
essa equação; são estudados trabalhos existentes que usam métodos de elementos finitos
e métodos de elementos finitos mistos associados. Entre os trabalhos ressaltados estão
os de Milner (MILNER, 1985) e Chen (CHEN, 1994; CHEN, 1998b). Em (MILNER,
1985) é considerado um problema elíptico não linear em que, além de mostrar existência e
unicidade de soluções do problema discreto baseado em espaços de Raviart-Thomas em
malhas afins, são obtidas ordens de convergência ótimas nas aproximações da pressão, do
fluxo e do divergente. Já no trabalho de Chen (CHEN, 1994) é proposta uma formulação de
elementos finitos estendida para um problema elíptico não linear incompressível, baseada
nos elementos Brezzi-Douglas-Marini em malhas afins obtendo estimativas ótimas, e no
artigo (CHEN, 1998b) é considerado um problema mais geral, em que são ampliados os
resultados para diferentes espaços discretos estáveis como os de Raviart-Thomas e os de
Brezzi-Douglas-Fortin e Marini (BREZZI et al., 1987).
Em seguida, é proposta uma metodología de aproximação para a resolução do
problema, baseada numa formulação mista-híbrida e um método de ponto fixo. Na discreti-
zação são considerados os espaços de elementos mistos estudados no Capítulo 4, em malhas
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afins e não afins. Apresentam-se experimentos numéricos, dos quais é conhecida a solução
exata, com testes implementados em malhas quadradas e trapezoidais, e empregam-se
espaços discretos de ordens polinomiais até grau 2. Esses experimentos permitem visualizar
que algumas propriedades de aproximação de cada família no problema linear são mantidas
no problema não linear, enquanto outras são alteradas substancialmente como efeito das
não linearidades do problema.
Finalmente, no Capítulo 7 são dadas as principais conclusões e trabalhos futuros a
serem abordados.
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Capítulo 2
Modelagem em Meios Porosos
A modelagem de escoamentos em meios porosos envolve interações entre a matriz
porosa, que constitui uma fase sólida, com espaços vazios, denominados poros, e os
fluidos que escoam, tais como óleo, água e gases. Usualmente a quantidade de poros é
grande, de forma que uma média é necessária para o cálculo das propriedades de interesse
(GREENKORN, 1983).
Na descrição do escoamento em um meio poroso, os poros que estão interconectados
são os que mais afetam o fenômeno, mas aqueles que possuem apenas uma entrada têm
um papel de grande importância em casos em que há transferência de massa. Poros não
conectados não afetam diretamente o escoamento mas afetam a compressibilidade da
matriz porosa. A maneira como os poros estão preenchidos com as fases que escoam, a
forma como são conectados, sua distribuição espacial, forma e tamanho caracterizam o
meio poroso (GREENKORN, 1983).
O escoamento em um meio poroso geralmente se dá a partir do gradiente de um po-
tencial tal como a pressão, a gravidade, forças capilares e forças físico-químicas, envolvendo
fenômenos de difusão, dispersão, convecção e reação.
Neste capítulo, apresentam-se alguns conceitos sobre a modelagem de escoamentos
compressíveis em meios porosos. Inicialmente, introduzem-se as definições de grandezas
típicas de problemas multifásicos. A seguir, faz-se uma descrição restrita ao modelo de um
escoamento saturado, considerando diferentes efeitos de compressibilidade, tanto no fluido
que escoa quanto na matriz porosa. Ao final, são apresentadas as hipóteses simplificadoras
que conduzem ao modelo elíptico não linear, e sua versão linear, cujas aproximações serão
estudadas nesta tese.
2.1 Modelagem em Meios Porosos
Sejam I um intervalo de tempo e Ω Ă Rd pd “ 1, 2, 3q o domínio ocupado por um
meio poroso heterogêneo, isotrópico e rígido, constituído por uma fase sólida, cujos poros
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estão completamente preenchidos por fluidos imiscíveis, tais como as fases água, óleo, gás,
etc.
Durante o escoamento, essas fases interagem, podendo trocar massa, momento linear
e energia. Não se podem distinguir tais fenômenos na escala de laboratório. Assim, a
formulação de leis de conservação macroscópicas para escoamentos em meios porosos exige
o emprego de técnicas adequadas, tais como as descritas pela Teoria das Misturas (ATKIN;
CRAINE, 1976), ou técnicas de transferência de escalas, tais como a Média Volumétrica
(WHITAKER, 1999) e o Método de Homogeneização (HORNUNG, 1997).
Considerando V um volume representativo, que está associado a um ponto na escala
macroscópica, e denotando por Vp o volume de vazios em V pelos quais os fluidos possam
escoar (poros), define-se a porosidade do meio como
φ “ Vp
V
.
Esta variável média, definida pontualmente, pode ser descrita pela função
φ : Ωˆ I ÝÑ R
px, tq ÞÝÑ φpx, tq.
De forma análoga, define-se a fração de volumes da fase α como
φα “ Vα
V
.
em que Vα é a porção de V ocupada pela fase α, e tem-se
φα : Ωˆ I ÝÑ R
px, tq ÞÝÑ φαpx, tq.
Considerando ainda mα a massa da fase α existente em V , define-se sua massa específica
aparente por
ρα “ mα
V
.
Trabalhando com variáveis médias, pode-se considerar a superposição das fases. Sendo
assim, a função massa específica está bem definida sobre todo o domínio, para qualquer α;
ou seja:
ρα : Ωˆ I ÝÑ R
px, tq ÞÝÑ ραpx, tq.
A massa específica intrínseca (média) ou real, pode então ser definida com o uso da fração
de volumes, por
ρrα “ ραφα
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Com essas definições, a forma pontual da lei de conservação de massa para um
escoamento multifásico (CHEN; HUAN; MA, 2006) é dada por
B
Btpρ
r
αφαq ` divpρrαφαvrαq ` rα “ fα, (2.1)
em que vrα é a velocidade de percolação da fase α, rα é um termo que computa possíveis
reações (tais como troca de massa entre as fases) e o termo fα representa possíveis fontes
de massa da fase α, distribuídas ao longo do domínio ou concentradas em pontos, na forma
de poços produtores ou injetores da respectiva fase.
Nos casos em que o meio poroso é deformável, a fase sólida (α “ s) possui velocidade
vrs descrita por uma taxa de variação temporal do deslocamento da matriz porosa (COUSSY,
2004; MURAD; LOULA, 1992). Para os modelos estudados nesta tese, o meio poroso não
se deforma, ou seja,
vrs “ 0.
Para o fechamento de um modelo de escoamento, necessitam-se informações adicionais,
tais como equações constitutivas para determinar a velocidade de percolação e equações
de estado que relacionem a massa específica com a pressão e a temperatura do sistema,
em regime isotérmico. Além disso, são necessárias as condições de contorno e iniciais do
problema.
Nas próximas seções, apresenta-se o modelo completo para escoamentos monofásicos,
e consideram-se diferentes efeitos de compressibilidade.
2.2 Escoamentos Monofásicos
Para o caso em que um único fluido satura os poros do meio poroso, o índice α pode
ser omitido e considera-se apenas a lei de conservação da massa da fase fluida, escrevendo:
Bpρφq
Bt ` divpρuq ` r “ f (2.2)
em que ρ passa a denotar a massa específica real e u : Ωˆ I Ñ Rd é uma velocidade média
do escoamento (u “ φv), dada pela lei de Darcy
u “ ´k
µ
p∇p´ ρgq , (2.3)
que relaciona o fluxo volumétrico médio u ao gradiente da pressão p : Ωˆ I Ñ R, à massa
específica ρ : Imtpu Ñ R e ao vetor gravidade g P Rd, através da viscosidade da fase
µ : Ω Ñ R` e do tensor de permeabilidade do meio poroso k : Ω Ñ S, em que S é o espaço
dos tensores simétricos positivos definidos em Rdˆd.
Utilizando-se a regra do produto, tem-se a expressão
ρ
Bφ
Bt ` φ
Bρ
Bt ` divpρuq ` r “ f (2.4)
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que pode ser expandida na forma
ρ
dφ
dp
Bp
Bt ` φ
dρ
dp
Bp
Bt ` divpρuq ` r “ f. (2.5)
Considerando a equação de estado que relaciona ρ e p, em temperatura constante T ,
através da compressibilidade do fluido (CHEN; HUAN; MA, 2006)
cf “ 1
ρ
dρ
dp
ˇˇˇˇ
T
. (2.6)
e definindo a compressibilidade do meio poroso como sendo
cp “ 1
φ
dφ
dp (2.7)
pode-se reescrever a equação (2.5) como
βφρ
Bp
Bt ` divpρuq ` r “ f. (2.8)
em que β “ cp ` cf é a compressibilidade total. No presente estudo, para os níveis de
pressão atuantes, o meio poroso pode ser considerado rígido, resultando em φ “ φpxq e
β “ cf .
Combinando as equações (2.3), (2.6) e (2.8), obtém-se um sistema fechado em termos
das incógnitas p, ρ e u, fornecendo o seguinte problema modelo:
Problema Compressível: Dadas a porosidade φ, a permeabilidade k, a viscosidade
do fluido µ, uma equação de estado ρ “ ρppq proveniente de (2.6) e a respectiva
compressibilidade β, encontrar a massa específica do fluido ρ, a pressão p e a
velocidade de Darcy u tais que
βφρ
Bp
Bt ` divpρuq ` r “ f em Ωˆ I (2.9)
u “ ´k
µ
p∇p´ ρgq em Ωˆ I (2.10)
satisfazendo condições de contorno e iniciais apropriadas.
Este sistema pode ser apresentado de diferente formas, de acordo com as incógnitas
escolhidas. Por exemplo, substituindo a lei de Darcy (2.10) na equação da conservação
da massa (2.9), obtém-se o seguinte problema, posto em termos da pressão e da massa
específica:
Problema da Pressão: Dadas φ, k, µ, e uma equação de estado ρ “ ρppq e a respectiva
compressibilidade β, encontrar a massa específica do fluido ρ e a pressão p tais que
βφρppqBpBt ´ div
„
ρppqk
µ
p∇p´ ρppqgq

` rppq “ f em Ωˆ I (2.11)
satisfazendo condições de contorno e iniciais apropriadas.
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2.3 Considerações sobre a Compressibilidade
A seguir, comentam-se alguns casos de fluidos compressíveis a partir da consideração
da equação de estado (2.6), para diferentes condições sobre a compressibilidade β.
Fluidos com Compressibilidade Constante:
Assumindo que a compressibilidade do fluido β é constante para a magnitude do
campo de pressões avaliado, pode-se integrar (2.6) e obter a equação de estado
ρppq “ ρ0 exprβpp´ p0qs. (2.12)
Esta lei pode ser então utilizada para o caso de um fluido geral que possua a compressibi-
lidade constante.
Fluido Ligeiramente Compressível:
Assumindo regularidade suficiente, pode-se expandir a equação (2.12) em uma série
de Taylor em torno do ponto p0, e escrever
ρppq “ ρpp0q ` pp´ p0q dρ
dp
ˇˇˇˇ
p“p0
` pp´ p0q
2
2
d2ρ
dp2
ˇˇˇˇ
p“p0
` . . . (2.13)
Mas, de (2.12), tem-se que
djρ
dpj
“ ρ0βj exprβpp´ p0qs,
ou seja
djρ
dpj
ˇˇˇˇ
p“p0
“ ρ0βj,
o que permite escrever (2.13) como
ρppq “ ρ0
8ÿ
j“0
rβpp´ p0qsj
j! . (2.14)
Esta expressão mostra que a influência do j´ésimo termo da série é proporcional à j´ésima
potência da compressibilidade β. Com isso, assumindo que a compressibilidade β, além de
constante, é muito pequena, podendo-se desprezar os efeitos dos termos de alta ordem
pk ě 2q e tomar apenas a parte linear da expansão, escrevendo:
ρppq “ ρ0 r1` βpp´ p0qs . (2.15)
Esta é a forma linearizada da equação de estado (2.12), que é clássica na literatura (CHEN;
HUAN; MA, 2006; PEACEMAN, 1977).
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Gases:
Gases são fluidos que sofrem grande mudança no volume com a variação da pressão,
não sendo válida a aproximação linear (2.15) A partir da lei de gases, temos a relação
ρ “ pW
ZRT
(2.16)
onde W é o peso molecular, Z é o fator de compressibilidade, R é a constante universal dos
gases e T é a temperatura. O fator de compressibilidade Z é uma quantidade adimensional,
definida como a razão entre o volume de n moles do gás sob pressão p e temperatura T e
o volume ideal do mesmo número de moles sob as mesmas condições
Z “ V
Videal
“ VpnRT q{p.
Partindo de (2.16), podemos então definir a compressibilidade isotérmica de um gás como
β “ 1
ρ
dρ
dp
“ 1
p
´ 1
Z
ˆBZ
Bp
˙
. (2.17)
Uma equação geral para gases pode ser então obtida pela substituição da equação de estado
(2.16) e da compressibilidade (2.17) no Problema da Pressão, equação (2.11), ilustrando o
alto grau de não-linearidade presente em modelos compressíveis.
2.4 Problemas em regime estacionário
Para a apresentação do problema modelo elíptico que será o problema de interesse
nesse trabalho inicia-se o estudo com a equação da pressão (2.11) em regime permanente,
ou estacionário, sem a consideração dos efeitos gravitacionais:
´ div
„
ρppqkpxq
µ
∇p

` rpp,xq “ fpxq. (2.18)
Assumindo que o termo de reação pode ser escrito na forma
rpx, pq “ αpx, pqp,
em que 0 ă αmin ď α ď αmax, e usando a notação
Kpx, pq “ ρppqkpxq
µ
,
escreve-se a equação estacionária não linear, em termos da pressão:
αpx, pqp´ divpKpx, pq∇pq “ fpxq. (2.19)
Com base em esta equação serão apresentados os problemas modelos linear e não linear,
nos Capítulos 3 e 6 respectivamente.
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Capítulo 3
Formulações Variacionais para
Problemas Elípticos Lineares
A resolução de problemas de valor de contorno e inicial não lineares, tais como os
apresentados no Capítulo 2, exige a definição de algoritmos específicos que, em geral,
envolve a linearização dos modelos. No Capítulo 6 será abordado um problema elíptico
não linear que envolve a equação (2.19).
Neste capítulo, define-se um problema de valor de contorno elíptico linear associado
a uma forma linear da equação (2.19); sua solução constitui uma importante base para o
desenvolvimento de algoritmos para o problema não linear de interesse no Capítulo 6.
Dentre as formulações variacionais associadas a problemas elípticos lineares, encontram-
se aquelas que são baseadas na variável escalar primal (pressão), e outras que são baseadas
nas duas variáveis, pressão e fluxo, que são chamadas de formulações mistas. No Capítulo
5, considera-se também uma alternativa para resolver o problema dual, usando uma
formulação mista-híbrida.
3.1 O Problema Linear
A equação linear associada a (2.19) é dada por
αpxqp´ divpKpxq∇pq “ fpxq. (3.1)
Visando o uso de formulações mistas, é conveniente apresentar o problema modelo
em termos do seguinte sistema de primeira ordem
Problema Linear: Dadas as funções α, f e o tensor K, encontrar a pressão p e o fluxo
u tais que
αp` div u “ f em Ω (3.2)
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u “ ´K∇p em Ω (3.3)
com condições de contorno
p “ 0 sobre BΩ (3.4)
Assume-se que K é um tensor definido positivo. Sendo assim, existem constantes
0 ă κmin ď κmax que satisfazem κminxTx ď xTKx ď κmaxxTx para todo x P Rd. Com essas
hipóteses existe K´1, que também é definido positivo, e existem constantes 0 ă ζmin ď ζmax
tal que ζminxTx ď xTK´1x ď ζmaxxTx para todo x P Rd.
3.2 Formulações Variacionais
Nesta seção, após definir alguns conceitos e notações básicas, apresentam-se duas for-
mulações variacionais do prolema modelo linear. Inicia-se com a clássica formulação em um
campo, baseada na equação (3.1), também conhecida como formulação Primal. Em seguida,
apresenta-se a formulação Mista Dual, baseada nas equações (3.2)-(3.3) e na condição de
contorno (3.4), em que os campos pressão e fluxo são calculados simultaneamente.
3.2.1 Notações e Definições
Seja Ω um domínio limitado de R2. Neste estudo, supõe-se que o contorno BΩ é
Lipschitz contínuo. O espaço L2pΩq é composto por funções quadrado integráveis. Para
um dado inteiro m ě 0, denota-se por HmpΩq o espaço de Hilbert contendo as funções v
em L2pΩq tais que suas derivadas de ordem até m, no sentido das distribuições, estejam
em L2pΩq, isto é
Hm “ tv P L2pΩq;Dαv P L2pΩq, |α| ď mu
em que
Dαp¨q :“ B
|α|p¨q
Bα1x1 Bα2x2
, |α| “ α1 ` α2
e α “ pα1, α2q é um vetor de inteiros não negativos. O produto interno em HmpΩq e sua
norma associada são dados por
pv, wqm :“
ÿ
|α|ďm
ż
Ω
Dαv Dαw dΩ, }v}m “ pv, vq1{2m .
Define-se também a seminorma em HmpΩq, como:
|v|m “
« ÿ
|α|“m
ż
Ω
pDαvq2 dΩ
ff1{2
.
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O espaço H0pΩq “ L2pΩq tem sua norma denotada por } ¨ }0 “ } ¨ } e o produto interno por
pv, wq :“
ż
Ω
v w dΩ.
Considera-se ainda o espaço
Hpdiv,Ωq “ Hpdivq “
!
u P “L2pΩq‰2 ; div u P L2pΩq) ,
munido da norma
}u}Hpdivq :“
 }u}2 ` } div u}2(1{2 .
Definição 1. Uma forma bilinear B definida num espaço de Hilbert H se diz limitada se
existe uma constante K ě 0 tal que
|Bpx, yq| ď K}x}}y} para todo x, y P H
e se diz que B é coerciva se existe ν ą 0 tal que
Bpx, xq ě ν}x}2 para todo x P H
A seguir encontra-se o teorema de Lax-Milgram, que é de grande importância na
demostração de existência e unicidade de soluções de problemas variacionais definidos
em espaços de Hilbert. Sua demostração encontra-se em (SˆOLÍN, 2005) ou (GILBARG;
TRUDINGER, 2001).
Teorema 1 (Lax-Milgram). Seja B uma forma bilinear coerciva e limitada num espaço
de Hilbert H. Então para todo funcional F P H 1, existe um único elementos f P H tal que
Bpx, fq “ F pxq para todo x P H
3.2.2 Formulação Variacional Primal
Na formulação primal H1-conforme, as soluções são buscadas no espaço
H10 pΩq “ tp P H1pΩq : p “ 0 sobre BΩu.
Multiplicando a equação (3.1) por uma função teste q P H10 pΩq, integrando no domínio Ω,
aplicando integração por partes, e utilizando a condição de contorno de Dirichlet nula,
obtém-se o problema variacional:
Formulação Primal: Encontrar p P H10 pΩq tal que
pαp, qq ` pK∇p,∇qq “ pf, qq @q P H10 pΩq. (3.5)
A análise da existência e unicidade da solução deste problema variacional pode ser
feita a partir do teorema de Lax-Milgram.
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3.2.3 Formulação Mista Dual
Para o estudo da formulação Mista Dual, definem-se os espaços para o fluxo como
V “ Hpdiv,Ωq, (3.6)
e para a pressão como
Q “ L2pΩq. (3.7)
Multiplicando a equação (3.3) por uma função teste v P V, integrando sobre o
domínio Ω e aplicando ao segundo termo integração por partes, obtém-se a equação
pK´1u,vq ´ pp, div vq `
ż
BΩ
pv ¨ ndBΩ “ 0,
ou seja
pK´1u,vq ´ pp, div vq “ 0,
Observa-se que a condição p “ 0 sobre BΩ não é imposta fortemente no espaço de
aproximação da pressão. No entanto, é inserida de forma fraca, ou natural, na formulação
variacional.
Por fim, multiplicando a equação (3.2) por uma função teste q P Q, obtem-se a
formulação variacional mista dual do problema modelo:
Formulação Mista Dual Encontrar u P V e p P Q tais que
pK´1u,vq ´ pp, div vq “ 0 @ v P V , (3.8)
pdiv u, qq ` pαp, qq “ pf, qq @ q P Q. (3.9)
Existência e Unicidade de Solução:
O problema (3.8-3.9) pode ser apresentado na forma variacional abstrata de ponto
de sela: Dados espaços de Hilbert V , Q, e f P Q, encontrar pu, pq P V ˆQ, tal que
apu,vq ` bpv, pq “ 0 @ v P V , (3.10)
bpu, qq ´ cpp, qq “ ´pf, qq @ q P Q. (3.11)
No caso específico do problema modelo, as formas bilineares a : VˆV Ñ <, b : QˆV Ñ <,
e c : QˆQÑ < são definidas por
apu, vq :“ pK´1u,vq,
bpv, pq :“ ´pp, div vq,
cpp, qq :“ pαp, qq.
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Considerando os operadores lineares A : V Ñ V 1, B : V Ñ Q1 e C : Q Ñ Q1,
induzidos pelas formas bilineares
xAu, vyV 1ˆV “ apu,vq, @u,v P V
xBv, pyQ1ˆQ “ bpv, pq @v P V , p P Q
xCp, qyQ1ˆQ “ cpp, qq @p, q P Q
e o respectivo operador transposto Bt : QÑ V 1 que satisfaz:
xv, BtpyVˆV 1 “ bpv, pq @v P V , p P Q,
Verificam-se as seguintes hipóteses para a formulação variacional dual do problema modelo:
(H1) ap., .q, bp., .q e cp., .q são formas bilineares contínuas.
(H2) ImB é fechado.
(H3) ap., .q e cp., .q são simétricas semidefinidas positivas.
(H4) ap., .q é coerciva em ker B e cp., .q é coerciva em ker Bt.
(H5) Existe β ą 0 tal que
inf
pPpker BtqK
sup
uPV
bpu, pq
}p}Q}u}V “ infuPpker BqK suppPQ
bpu, pq
}p}Q}u}V “ β.
Esta condição é também conhecida como condição inf-sup.
Com base no Teorema 4.3.1 de (BOFFI; BREZZI; FORTIN, 2014), prova-se o resultado
de existência da solução do problema de ponte de sela (3.10)-(3.11):
Teorema 3.1. Assumindo satisfeitas as hipóteses (H1)-(H5), o problema (3.10)-(3.11)
tem uma única solução pu, pq P V ˆQ que satisfaz:
}u}V ` }p}Q ď C}f}Q
.
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Capítulo 4
Aproximações por Elementos Finitos
em malhas quadrilaterais
Após a apresentação das formulações variacionais Primal e Mista Dual, feitas no
Capítulo 3, discute-se neste capítulo a construção dos espaços de aproximação das variáveis
associadas à pressão e ao fluxo em malhas quadrilaterais e as características de estabilidade
e convergência das formulações duais a partir do emprego destes espaços em problemas
lineares da forma (3.2)-(3.4).
Um ponto importante a ser discutido na definição dos espaços de fluxo contidos em
Hpdiv,Ωq é que, para elementos quadrilaterais gerais, o uso de difeomorfismos bilineares
resulta em uma menor capacidade de aproximação do divergente do fluxo, comparado à
aproximação desta quantidade em malhas geradas por difeomorfismos afins. Com isso,
apresentam-se condições de otimalidade sobre as bases no elemento de referência, de forma
que o espaço gerado na malha geométrica forneça aproximações ótimas para o fluxo e seu
divergente na norma L2pΩq.
4.1 Conceitos básicos
Seja Th “ tEu uma partição do domínio Ω em elementos quadrilaterais E, indexada
pelo parâmetro h que representa o diâmetro máximo dos elementos E P Th. Assume-se
que a malha Th é regular, no sentido de que a malha não degenera para elementos muito
alongados nem com a forma aproximada de um triângulo.
Cada elemento E é imagem de um mapeamento bijetor contínuo FE : Eˆ Ñ E do
elemento quadrilateral de referência fixo Eˆ, que neste trabalho é definido pelo quadrado
r´1, 1s ˆ r´1, 1s, ou seja:
E “ FEpEˆq.
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• PkpEˆq: espaço de polinômios de grau total k
PkpEˆq :“
!
ppxˆq; ppxˆ1, xˆ2q “
ÿ
i`jďk
aijxˆ
i
1xˆ
j
2, com i, j ě 0
)
• Pk1,k2pEˆq: espaço de polinômios de grau máximo k1 em xˆ1 e k2 em xˆ2
Pk1,k2pEq :“
!
ppxˆq; ppxˆ1, xˆ2q “
ÿ
iďk1
jďk2
aijxˆ
i
1xˆ
j
2, com i, j ě 0
)
• QkpEˆq :“ Pk,kpEˆq.
As dimensões desses espaços são especificadas na Tabela 1
Tabela 1 – Dimensão de espaços polinomiais em Eˆ.
Espaço Dimensão
PkpEˆq 12pk ` 1qpk ` 2q
Pk1,k2pEˆq pk1 ` 1qpk2 ` 1q
QkpEˆq pk ` 1q2
4.2 Método de Galerkin para a Formulação Primal
Aproximações numéricas para a solução da Formulação Primal podem ser obtidas
com o clássico método de Galerkin (CIARLET, 1978), em que a pressão p é procurada
em subespaços P¯kh de dimensão finita de H10 pΩq, conforme definido abaixo. Em geral, tais
subespaços são compostos por funções globalmente contínuas e definidas localmente pelo
mapeamento de funções polinomiais no elemento de referência Eˆ sobre os elementos de
uma partição de Ω. Ou seja, para elementos quadrilaterais, define-se
P¯kh “ tph P H10 pΩq : ph|E “ pˆh ˝ F´1E , pˆh P QkpEˆq, @E P Thu.
Assim, tomando funções no espaço P¯kh Ă H10 pΩq, tem-se o método de Galerkin para a
Formulação Primal (3.5) : Encontrar ph P P¯kh tal que
pαph, qhq ` pK∇ph,∇qhq “ pf, qhq @qh P P¯kh . (4.1)
A existência e unicidade da solução de (4.1) é garantida também pelo teorema de Lax-
Milgram (CIARLET, 1978). Além disso, existe uma constante C, independente de h, tal
que, se p é a solução de (3.5) e ph é a solução de (4.1), então é válida a seguinte estimativa
de erro:
}p´ ph} ` h}∇p´∇ph} ď Chk`1|p|k`1 (4.2)
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Desta desigualdade podemos ver que a solução aproximada ph da formulação primal
converge a p com taxa ótima.
Usando a solução do método de Galerkin (4.1), o fluxo pode ser obtido via a relação
uG “ ´K∇ph,
que pode ser avaliada com um pós-processamento local, sobre cada elemento. Contudo,
para este pós-processamento valem as estimativas:
}u´ uG} ď Chk|p|k`1 (4.3)
} div u´ div uG} ď Chk´1|p|k`1, (4.4)
de onde vemos que a convergência de uG para u e de div uG para div u são subótimas
nesse método. Além disso, com essa abordagem, se pode ver que o campo de velocidades é
em geral descontínuo nas interfaces dos elementos (MOSÉ et al., 1994), o que ocasiona um
problema na continuidade do fluxo, que é requerida em processos de transporte associados
ao escoamento.
A seguir, apresentam-se aproximações de elementos finitos para a formulação mista
dual, que naturalmente conduzem a fluxos cuja componente normal é contínua entre
elementos, uma vez que aproximações Hpdiv,Ωq-conformes são utilizadas.
4.3 Aproximações para Problemas Mistos
Para aproximar a solução da formulação mista dual (3.8)-(3.9), é necessária a
definição de espaços de dimensão finita Vh e Qh para o fluxo e a pressão, respectivamente.
A construção de subespaços L2pΩq conformes é relativamentre simples, uma vez que este
espaço admite funções descontinuas. Contudo, a construção de subespaços Hpdiv,Ωq
precisa um cuidado e escolha de bases especial, devido ao fato de que funções neste espaço
tem a componente normal necessariamente contínua.
4.3.1 Espaços Hpdiv,Ωq-conformes
Para a construção de espaços de aproximação Hpdiv,Ωq-conformes, tipicamente se
usam funções vetoriais polinomiais, definidas num elemento de referência Eˆ. Tais funções
de Hpdiv, Eˆq, são mapeadas em funções definidas no elemento geométrico E P Th por meio
da transformação de Piola (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005).
Transformação de Piola:
Sejam domínios E, Eˆ Ă Rd e um mapeamento suave bijetor FE : Eˆ Ñ E, com matriz
jacobiana DFE e J :“ detDFE. Se J ‰ 0 em todo ponto de Eˆ, então pode-se definir a
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transformada de Piola v “ PFE vˆ como:
vpxq “ 1
JpxˆqDFEpxˆqvˆpxˆq
em que x “ FEpxˆq. A transformada de Piola satisfaz a propriedade (ver, (BOFFI; BREZZI;
FORTIN, 2014))
div vpxq “ 1
Jpxˆq dˆivvˆpxˆq.
Além disso, se v “ PFE vˆ e p “ pˆ˝F´1 onde pˆ : Eˆ Ñ R, então (BOFFI; BREZZI; FORTIN,
2014) ż
E
∇p ¨ v dΩ “
ż
Eˆ
∇ˆpˆ ¨ vˆ dΩˆ, (4.5)
ż
E
p div v dΩ “
ż
Eˆ
pˆdˆivvˆ dΩˆ (4.6)
e ż
BE
pv ¨ n dΩ “
ż
BEˆ
pˆvˆ ¨ nˆ dΓˆ. (4.7)
4.3.2 Elementos Finitos para a Formulação Mista
Uma vez definido um espaço local Vˆ Ă Hpdiv, Eˆq para a aproximação do fluxo e um
espaço local Qˆ para a aproximação da pressão, podem-se compor os espaços globais como
Vh “ tvh P V : vh|E P PFE Vˆ ,@E P Thu
e
Qh “ tqh P Q : qh|E P Qˆ ˝ F´1E , @E P Thu.
Assim, a formulação mista discreta de elementos finitos do problema (3.8)-(3.9) é dada
por: Encontrar uh P Vh e ph P Qh tais que
pK´1uh,vq ´ pph, div vq “ 0 @ v P Vh, (4.8)
pdiv uh, qq ` pαph, qq “ pf, qq @ q P Qh. (4.9)
4.3.3 Compatibilidade de espaços
Ao contrário do caso da formulação primal, em que foi suficiente tomar um subespaço
conforme P¯kh Ď H10 pΩq para que fosse garantida a existência e unicidade da solução do
problema discreto, para a formulação mista dual a escolha natural de um subespaço
Hpdiv,Ωq-conforme Vh Ă V para o fluxo e um subespaço em Qh Ă L2pΩq para a pressão
não garante a existência e unicidade da solução para uma versão discreta associada a
(4.8)-(4.9).
Essa deficiência ocorre pelo fato de que as hipóteses (H1)-(H5) não se transferem
diretamente para os subespaços discretos. Por exemplo, as propriedades de coercividade
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da hipótese (H4) e a condição inf-sup da hipótese (H5), não são transferidas diretamente
do problema contínuo para o discreto para quaisquer subespaços Vh Ď V e Qh Ď Q. Com
isso, os espaços Qh e Vh precisam, além da conformidade, garantir que as contrapartidas
discretas das hipóteses do teorema de existência e unicidade da solução da formulação
variacional mista sejam satisfeitas. Tais espaços são aqui chamados de espaços estáveis ou
compatíveis.
Dentre os diversos espaços de elementos finitos estáveis presentes na literatura, nas
próximas seções estudam-se, em particular, os propostos por Raviart e Thomas (RAVIART;
THOMAS, 1977), Brezzi, Douglas e Marini (BREZZI; Douglas Jr.; MARINI, 1985) e
Arnold, Boffi e Falk (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005), definidos em malhas quadrilaterais,
discutindo suas propriedades de aproximação das quantidades em problemas lineares.
4.3.4 Otimalidade de espaços
Na construção de espaços Hpdiv,Ωq conformes por meio da transformação de Piola,
se usa um difeomorfismo fixo F , tal que F pEˆq “ E. Se este difeomorfismo for linear
(transformação afim), os elementos geométricos serão necessariamente paralelogramos. Se
o difeomorfismo for bilinear, então os elementos geométricos resultantes E podem incluir
quadriláteros convexos mais gerais.
Verifica-se que, no caso de difeomorfismos bilineares gerais, quando são geradas
malhas com quadriláteros não paralelogramos, a capacidade de aproximação da quantidade
div u diminui em relação ao caso em que o difeomorfismo é afim. Isto se reflete no fato de
que há uma perda na ordem de convergência de div uh para div u em malhas não afins,
em relação à ordem de convergência em malhas afins.
Este comportamento, característico de alguns dos espaços discretos construídos
seguindo esta abordagem, foi estudado em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005), em que os
autores mostram condições necessárias e suficientes sobre o espaço local Vˆ de forma que os
espaços discretos Vh forneçam aproximações ótimas para o fluxo e o seu divergente na norma
L2pΩq. Para apresentar essa caracterização definimos os seguintes espaços polinomiais no
elemento de referência:
Sk “ Pk`1,kpEˆq ˆ Pk,k`1pEˆq ‘ spantcurlpxˆ1k`1xˆ2k`1qu
zspantpxˆ1k`1xˆ2k, 0q, p0, xˆ1kxˆ2k`1qu, (4.10)
Rk “ Qk`1pEˆqzspantxˆ1k`1xˆ2k`1u. (4.11)
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Condições de otimalidade:
Em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005) os autores provam os seguintes resultados:
(C1) Para garantir uma aproximação ótima de u,
}u´ uh} ď Chk`1 |u|Hk`1 , (4.12)
uma condição necessária e suficiente no espaço Vˆ é:
Vˆ Ě Sk. (4.13)
(C2) Para garantir uma aproximação ótima de div u,
} div u´ div uh} ď Chk`1 |div u|Hk`1 , (4.14)
uma condição necessária e suficiente no espaço Vˆ é:
div Vˆ Ě Rk. (4.15)
4.4 Exemplos de Espaços de Aproximação Estáveis para a Formu-
lação Mista
Entre os espaços discretos conhecidos, definidos para métodos de elementos finitos
mistos em malhas quadrilaterais, consideram-se nesse trabalho especificamente os de
Raviart-Thomas (RAVIART; THOMAS, 1977), os de Brezzi-Douglas-Marini (BREZZI;
Douglas Jr.; MARINI, 1985) e os definidos por Arnold, Boffi e Falk (ARNOLD; BOFFI;
FALK, 2005).
4.4.1 Espaços de Raviart-Thomas
Uma das famílias de espaços discretos compatíveis definidos em malhas quadrilaterais
mais conhecidas da literatura e empregadas em problemas práticos, é a desenvolvida por
Raviart e Thomas em 1977, no trabalho (RAVIART; THOMAS, 1977). Para cada grau
polinomial k ě 0 o espaço de Raviart-Thomas (RTk) de ordem k é o par pVˆ , Qˆq, em que Vˆ
é o espaço de aproximação da variável do fluxo, definido no elemento de referência Eˆ por:
Vˆ “ RT kpEˆq :“ Pk`1,kpEˆq ˆ Pk,k`1pEˆq,
que satisfaz
div vˆ P QkpEˆq @ vˆ P RT kpEˆq
e
v ¨ n|ei P Pkpeiq nos lados do elemento E;
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e o espaço de aproximação da variável da pressão p no elemento de referência é dado por
Qˆ “ QkpEˆq.
Como nesta família se tem as relações:
SkpEˆq Ă RT kpEˆq e divRT k “ QkpEˆq Ğ Rk,
então somente a condição de otimalidade (C1) é satisfeita, o que tem como consequência
que somente é garantida a otimalidade na aproximação do fluxo u em malhas quadrilaterais
gerais. No entanto, como a condição (C2) não é satisfeita, a otimalidade na aproximação
do div u não é garantida em geral, mas sim em malhas de elementos afins (ARNOLD;
BOFFI; FALK, 2005), ou seja, a aproximação de ordem k ` 1 é válida para a pressão,
o fluxo e o divergente se a malha for afim. No entanto, em malhas quadrilaterais gerais
satisfazem-se as seguintes estimativas de erro:
}u´ uh} ď Chk`1}u}k`1,
} div u´ div uh} ď Chk} div u}k,
}p´ ph} ď Chk`1}p}k`1, se k ě 1
e
}p´ ph} ď Ch}p}2, se k “ 0.
Observa-se que, em particular, o espaço RT0 não conduz à convergência do divergente em
malhas não afins.
4.4.2 Espaços de Brezzi-Douglas-Marini
Outro exemplo de espaços compatíveis discretos em malhas quadrilaterais são os
introduzidos por Brezzi, Douglas e Marini em 1985, no trabalho (BREZZI; Douglas Jr.;
MARINI, 1985), definidos para cada grau polinomial k ě 1. Os espaços de aproximação
do fluxo no elemento de referência diferem substancialmente dos espaços RTk, sendo
definidos, para cada k ě 1 como o conjunto PkpEˆq2 (funções polinômiais de grau total k
em cada componente), com a adição de dois campos vetoriais de divergente nulo. O espaço
polinomial para o fluxo é definido no elemento de referência como:
Vˆ “ BDMkpEˆq :“ PkpEˆq2 ‘ spantcurlpxˆk`11 xˆ2q, curlpxˆ1xˆk`12 qu.
Estes espaços foram definidos de forma a ter
div vˆ P Pk´1pEˆq @ vˆ P BDMkpEˆq
e
v ¨ n|ei P Pkpeiq nos lados do elemento E.
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Neste caso, o espaço de aproximação da variável da pressão no elemento de referência é
dado por
Qˆ “ Pk´1pEˆq.
Destas relações pode-se ver que não é satisfeita a condição (C1), uma vez que
BDMk Ğ Sk,
nem a condição (C2), já que
divBDMk “ Pk´1 Ğ Rk.
Portanto, não se tem otimalidade na aproximação do fluxo, nem do divergente usando
este par de espacos no elemento de referência. No entanto, em malhas retangulares para
estes espaços compatíveis satisfaz-se (BREZZI; Douglas Jr.; MARINI, 1985):
}u´ uh} ď Chk`1}u}k`1,
} div u´ div uh} ď Chk} div u}k,
}p´ ph} ď Chk}p}k.
Já para o caso de quadriláteros convexos gerais, estes espaços sofrem de sérias dificuldades
na aproximação do divergente. Como estudado em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005), em
malhas de quadriláteros não afins as propriedades de aproximação do divergente e do fluxo
destes espaços sofrem uma perda substancial, se comparadas com as ordens de convergência
em malhas retangulares. Em (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005), analisam-se as condições
de compatibilidade e conclui-se que para esses espaços, a ordem de aproximação do fluxo
em malhas não afins é reduzida a tk ` 12 u, e do divergente a t
k
2 u. Este fato será ilustrado
por experimentos numéricos em seções futuras.
Da maneira como estão definidos os espaços de aproximação do fluxo RT k e BDMk,
para cada grau polinomial k, satisfaz-se:
v ¨ n|ei P Pkpeiq nos lados do elemento Eˆ,
portanto, embora o número de graus de liberdade internos do fluxo seja diferente em cada
caso, os dois espaços mantêm o mesmo número de graus de liberdade associados aos lados
do elemento, dado por k ` 1 graus por cada aresta, como pode-se ver na Figura 1.
4.4.3 Espaços de Arnold-Boffi-Falk
Com o objetivo de definir uma família de espaços de aproximação que garantam a
otimalidade na aproximação das quantidades u e div u em malhas quadrilaterais gerais,
foram construídos os espaços de Arnold, Boffi e Falk (ARNOLD; BOFFI; FALK, 2005),
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Figura 1 – Graus de liberdade associados ao fluxo para os espaços de Raviart-Thomas e
de Brezzi-Douglas-Marini.
que satisfazem exatamente as condições (C1) e (C2). Definem-se então para cada grau
polinomial k ě 1 os espaços ABFk como o par pVˆ , Qˆq em que, o espaço de aproximação
do fluxo no elemento de referência está dado por:
Vˆ “ ABFkpEˆq :“ Pk`2,kpEˆq ˆ Pk,k`2pEˆq, k ě 0,
de forma que
divABFk “ Rk,
e o espaço para a variável escalar é definido como
Qˆ “ Rk.
Um fato interessante sobre estes espaços é que, apesar de conterem mais funções para o
fluxo quando comparados com os espaços RTk, a restrição da componente normal também
satisfaz
v ¨ n|ei P Pkpeiq nos lados do elemento Eˆ.
Assim, tais espaços conduzem ao mesmo número de graus de liberdade nas arestas, como
pode-se observar na Figura 2. Este fato, somado às estimativas ótimas, faz com que
estes espaços sejam especialmente interessantes quando forem estudadas as formulações
mistas-híbridas.
Dado que foram definidos a satisfazer as condições de otimalidade (C1) e (C2), em
malhas quadrilaterais gerais, esses espaços garantem uma aproximação ótima do fluxo e
de seu divergente:
}u´ uh} ď Chk`1}u}k`1,
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} div u´ div uh} ď Chk`1} div u}k`1.
Figura 2 – Graus de liberdade associados ao fluxo para os espaços de Arnold-Boffi-Falk
para k “ 0 e k “ 1.
Tabela 2 – Estimativas de erro de aproximação do fluxo e do divergente.
}u´ uh}0 }∇ ¨ pu´ uhq}0
retângulos não-afim retângulos não-afim
RTk k ` 1 k ` 1 k ` 1 k
BDMk k ` 1 tpk ` 1q{2u k tk{2u
ABFk k ` 1 k ` 1 k ` 1 k ` 1
4.5 Implementação do Problema Misto Dual Discreto
Nesta seção, considera-se o problema discreto da formulação mista do ponto de vista
da construção das funções de forma, explorando a construção local da aproximação do
fluxo e da aproximação da pressão, através da dimensão dos diferentes espaços locais para
cada variável. A solução de elementos finitos pode ser escrita, a nível do elemento, como
uhpxq “
nuÿ
i“1
uEi NEi pxq,
phpxq “
npÿ
i“1
pEi ψ
E
i pxq,
em que NEi pxq e ψEi pxq são funções de forma do fluxo e da pressão respectivamente, no
elemento E; e nu, np as dimensões das bases locais dos espaços Vˆ e Qˆ. Usando expressões
análogas para as funções teste, pode-se escrever o sistema (4.8)-(4.9), a nível do elemento,
como o problema matricial «
AE B
T
E
BE CE
ff«
UE
PE
ff
“
«
GE
FE
ff
. (4.16)
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A partir da composição dos problemas a nível dos elementos, é possível montar o sistema
global, escrito na forma de um sistema linear como«
A Bt
B C
ff«
U
P
ff
“
«
G
F
ff
. (4.17)
Este sistema, típico de um problema de ponto de sela, possui matriz indefinida, o que
dificulta o emprego de métodos iterativos, sem o uso de pré-condicionadores (BREZZI;
FORTIN, 1991; BOFFI; BREZZI; FORTIN, 2014).
4.5.1 Funções de forma no elemento de referência
Pelo fato das componentes normais das funções de base vetoriais serem elementos
de Pkpeiq, quando restritas ao lado ei, é possível separar os graus de liberdade para o
fluxo, entre os que estão associados aos lados do elemento (funções de aresta), e aqueles
associados ao interior de um elemento (’bolhas’); assim, ao nivel de elemento, pode-se
escrever as aproximações na forma:
uhpxq “
neÿ
i“1
αEi ϕipxq `
niÿ
j“1
βEj χjpxq,
phpxq “
npÿ
i“1
γEi ψipxq,
em que
• ne é o número de graus de liberdade associados à velocidade nas arestas do elemento,
• ni é o número de graus de liberdade associados à velocidade no interior do elemento,
• np é o número de graus de liberdade associados à pressão.
Alguns dos valores de ne, ni e np para os espaços RTk, BDMk e ABFk até grau 2, podem-se
encontrar na Tabela 3. Observe-se que para cada grau polinomial k, a diferença entre o
número de graus de liberdade nos espaços é dada pelos valores de np e ni, enquanto que o
valor de ne coincide nos espaços em que está definido.
As funções de forma definidas no elemento de referência Eˆ do espaço de aproximação
do fluxo (com as funções dos fluxos nas arestas e dos fluxos internos) e do espaço de
aproximação da pressão para o caso específico do espaço RT1 estão definidas a seguir:
Funções de forma para fluxos nas arestas:
ϕ1pxˆq “
«
p1´ xˆ1q{2
0
ff
ϕ2pxˆq “
«
0
p1´ xˆ2q{2
ff
,
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Tabela 3 – Graus de liberdade por elemento associados ao fluxo nas arestas ne, ao fluxo
no interior ni, e à pressão np.
Espaço k ne ni np
RT 0 4 0 1
ABF 0 4 2 3
BDM 1 8 0 1
RT 1 8 4 4
ABF 1 8 8 8
BDM 2 12 2 3
RT 2 12 12 9
ABF 2 12 18 15
ϕ3pxˆq “
«
p1` xˆ1q{2
0
ff
ϕ4pxˆq “
«
0
p1` xˆ2q{2
ff
,
ϕ5pxˆq “
«
p1´ xˆ1qxˆ2{2
0
ff
ϕ6pxˆq “
«
0
p1´ xˆ2qxˆ1{2
ff
,
ϕ7pxˆq “
«
p1` xˆ1qxˆ2{2
0
ff
ϕ8pxˆq “
«
0
p1` xˆ2qxˆ1{2
ff
.
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(a) pϕ1q1 (b) pϕ2q2
(c) pϕ3q1 (d) pϕ4q2
Figura 3 – Componente não nula das funções de forma do fluxo nas arestas do elemento:
ϕi, i “ 1, 2, 3, 4.
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(a) pϕ5q1 (b) pϕ6q2
(c) pϕ7q1 (d) pϕ8q2
Figura 4 – Componente não nula das funções de forma do fluxo nas arestas do elemento
ϕi, i “ 5, 6, 7, 8.
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Funções de forma para fluxos no interior do elemento:
χ1pxˆq “
«
p1´ xˆ1qp1` xˆ1q
0
ff
χ2pxˆq “
«
0
p1´ xˆ2qp1` xˆ2q
ff
,
χ3pxˆq “
«
p1´ xˆ1qp1` xˆ1qxˆ2
0
ff
χ4pxˆq “
«
0
p1´ xˆ2qp1` xˆ2qxˆ1
ff
.
(a) pχ1q1 (b) pχ2q2
(c) pχ3q1 (d) pχ4q2
Figura 5 – Componente não nula das funções de forma do fluxo no interior do elemento:
χi, i “ 1, 2, 3, 4.
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Funções de forma da pressão:
ψ1pxˆq “ 1 ψ2pxˆq “ xˆ1 ψ3pxˆq “ xˆ2 ψ4pxˆq “ xˆ1xˆ2.
(a) ψ1 (b) ψ2
(c) ψ3 (d) ψ4
Figura 6 – Funções da base da pressão no elemento de referência: ψi, i “ 1, 2, 3, 4.
4.6 O Sistema Condensado
Devido à independência dos graus de liberdade internos entre os elementos, é possível
condensá-los de forma local, e assim obter um sistema global que dependerá só dos graus
internos compartilhados. Após resolver o sistema global, as variáveis pode-se encontrar via
as relações locais obtidas. Para obter o sistema linear a resolver, definem-se os seguintes
vetores para as variáveis:
• αE P Rne
• βE P Rni
• γE P Rnp
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Com isso, o sistema local é dado por:»—– A N
t Bt
N M Lt
B L C
fiffifl
»—– α
E
βE
γE
fiffifl “
»—– 00
f
fiffifl , (4.18)
ou
AαE `N tβE `BtγE “ 0, (4.19)
NαE `MβE ` LtγE “ 0, (4.20)
BαE ` LβE ` CγE “ f , (4.21)
em que as submatrizes locais são dadas por:
• A P Rneˆne
Aij “
ż
E
pK´1ϕiq ¨ϕjdΩ,
ou, no elemento de referência
Aij “
ż
Eˆ
pDˆKˆ´1Fϕˆiq ¨ pDˆFϕˆjq 1detpDˆFqdΩˆ, (4.22)
• B P Rnpˆne
Bij “ ´
ż
E
ψi divϕjdΩ,
ou, usando (4.5) e (4.6)
Bij “ ´
ż
Eˆ
ψˆi dˆivϕˆjdΩ,
• C P Rnpˆnp
Cij “
ż
E
αψiψjdΩ,
• M P Rniˆni
Mij “
ż
E
K´1χi ¨ χjdΩ,
• N P Rniˆne
Nij “
ż
E
K´1χi ¨ϕjdΩ,
• L P Rnpˆni
Lij “ ´
ż
E
ψi divχjdΩ,
• f P Rnp
fi “ ´
ż
E
fψidΩ,
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Como a matriz M é não-singular, de (4.20) obtem-se:
βE “M´1 `´NαE ´ LtγE˘ . (4.23)
substituíndo em (4.19) e (4.21) obtem-se:
pA´N tM´1NqαE ` pBt ´N tM´1LtqγE “ 0, (4.24)
pB ´ LM´1NqαE ` pC ´ LM´1LtqγE “ f , (4.25)
ou
A˜αE ` B˜tγE “ 0, (4.26)
BαE ` C˜γE “ f . (4.27)
Assumindo a matriz C˜ não singular, pode-se também escrever as variáveis da pressão
como:
γE “ C˜´1pf ´ B˜αEq, (4.28)
obtendo então o sistema condensado em termos das variáveis associadas ao fluxo nas
arestas do elemento:
pA˜´ B˜tC˜´1B˜qαE “ ´B˜tC˜´1f ,
ou
A¯αE “ f¯ , (4.29)
com a matriz de rigidez local A¯ “ A˜ ´ B˜tC˜´1B˜ e o vetor fonte f¯ “ ´B˜tC˜´1f . Uma vez
que o sistema local depende somente de αE, o sistema global a resolver depende do vetor
global das incógnitas nas arestas e é da forma:
A¯α “ F¯. (4.30)
Uma vez encontrado o vetor global das variáveis nas arestas, são calculados localmente os
vetores γE por meio de (4.28) e βE usando (4.23).
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Capítulo 5
Formulação Mista-Híbrida
Uma alternativa para resolver o problema misto dual é usar uma formulação híbrida
(MOSÉ et al., 1994; ARNOLD; BREZZI, 1985; BREZZI; FORTIN, 1991), que consiste no
uso de fluxos Hpdivq locais, mas pL2pΩqq2 globais. A vantagem principal desta formulação
é o enfraquecimento da continuidade da componente normal do fluxo v ¨ n nos lados
compartilhados entre elementos vizinhos. Essa continuidade do fluxo normal nas interfaces
dos elementos é imposta fracamente via a introdução de uma variável (multiplicador de
Lagrange), cujo domínio está formado pelas arestas dos elementos (ARNOLD; BREZZI,
1985). Esta característica facilita a escolha da base local do espaço para a variável do
fluxo, tornando o método e a sua implementação mais flexível, já que a continuidade da
componente normal do fluxo não é mais imposta nas escolhas de bases apropriadas para o
espaço do fluxo, mas é obtida diretamente da solução do problema nessa formulação.
Neste capítulo, é apresentada a formulação híbrida para o problema modelo, pos-
teriormente são descritas as matrizes locais e o processo de condensação das variáveis
locais, de forma a ter o sistema linear global a resolver em termos dos graus de liberdade
do multiplicador. No final são mostrados exemplos numéricos que permitem visualizar
as propriedades das aproximações das quantidades do problema que são fornecidas pelos
diferentes espaços compatíveis nas famílias estudadas no Capítulo 4, em malhas afins e
não afins.
5.1 Formulação Mista-Híbrida
Para esta formulação, define-se o seguinte espaço discreto global para o fluxo:
V¯h “ tvh P pL2pΩqq2 : vh|E P PFE Vˆ ,@E P Thu.
O espaço de aproximação para o multiplicador de Lagrange tem como domínio o conjunto
das arestas dos elementos (o esqueleto da malha). Para a sua definição, considera-se Eh o
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conjunto de lados dos quadriláteros em Th e definem-se
EBh “ te P Eh : e Ă BΩu
e
E0h “ EhzEBh .
Uma vez que é considerada condição de contorno de Dirichlet homogênea sobre BΩ, o
espaço para o multiplicador é definido como:
Lh “ tµh P L2pE0hq : µh|e P Pkpeˆq ˝ F´1e , @e P E0hu,
em que o grau polinomial k é escolhido de forma a coincidir com o grau da restrição da
componente normal do fluxo na aresta, e Fe representa o mapeamento associado ao lado e.
Sendo assim, a formulação variacional respectiva do problema (3.2)-(3.3) consiste em:
Formulação Mista-Híbrida: Encontrar uh P V¯h, ph P Qh, λh P Lh tais que
pK´1uh,vq ´
ÿ
E
ż
E
ph div vdΩ`
ÿ
E
ż
BE
λhv ¨ ndΓ “ 0, @ v P V¯h, (5.1)
pαph, qq `
ÿ
E
ż
E
div uhqdΩ “ pf, qq, @ q P Qh, (5.2)ÿ
E
ż
BE
µuh ¨ ndΓ “ 0, @ µ P Lh. (5.3)
A equação (5.3) é introduzida para impor, fracamente, a continuidade do fluxo normal. A
existência e unicidade da solução do problema associado ao caso em que α “ 0, é dada
pela equivalência com a formulação mista-híbrida discreta, e pode-se ver em (ARNOLD;
BREZZI, 1985) (Lema 1.3) ou (BOFFI; BREZZI; FORTIN, 2014) (Teorema 7.2.1). No
caso de α ą 0, mostra-se a equivalência com a formulação mista discreta para alguns
espaços em (MARINI; PIETRA, 1989).
5.2 Sistema Linear Condensado da Formulação Mista-Híbrida
Para implementar a formulação mista-híbrida, faz-se necessária a escolha de bases
para os espaços discretos V¯h, Qh e Lh.
Uma vez que o espaço de aproximação para o fluxo V¯h não precisa estar contido em
Hpdiv,Ωq, e sim em pL2pΩqq2, qualquer base local Vˆ do espaço polinomial do fluxo pode
ser usada (as funções de forma do fluxo não precisam continuidade entre elementos). Para
a variável da pressão, como a formulação mista-híbrida tem os mesmos requerimentos
sobre ph que a formulação mista, então as funções base da pressão Qh coincidirão nas duas
formulações. O espaço de aproximação do multiplicador é definido de forma a coincidir
com a restrição dos fluxos nas arestas. Devido ao fato de que nos fluxos v pertencentes aos
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espaços polinomiais estudados RTk, BDMk e ABFk, verifica-se que v ¨ n|e P Pkpeq, então o
espaço do multiplicador é definido localmente em BE, em que cada função tem suporte em
uma das arestas e, e restritas equivalem a um elemento de Pkpeq. Então, conclui-se que
para um grau polinomial k, o número de graus de liberdade associados ao multiplicador é
igual nas três famílias.
Observa-se que, embora a formulação mista-híbrida inclua um número maior de graus
de liberdade (se comparada com a formulação mista) devido à adição dos associados ao
multiplicador, é possível condensar os graus internos e obter um sistema global dependendo
somente dos multiplicadores. Para verificar este fato, escrevem-se as soluções ao nível de
elemento da forma:
uhpxq “
nuÿ
i“1
UEi ϕipxq,
phpxq “
npÿ
i“1
PEi ψipxq,
λhpxq “
nλÿ
i“1
λEi µipxq,
em que
• nu é o número de graus de liberdade associados à velocidade no elemento,
• np é o número de graus de liberdade associados à pressão,
• nλ é o número de graus de liberdade associados ao multiplicador no contorno do
elemento.
Alguns desses valores podem ser observados na tabela (4). Observa-se que para cada grau
polinomial dado k, a dimensão do espaço de aproximação local respectivo do multiplicador
é 4pk`1q. Usando essas expansões, a formulação (5.1)-(5.3) se expressa na forma matricial
Tabela 4 – Graus de liberdade por elemento associados ao fluxo nu, à pressão np e ao
multiplicador nλ.
Espaço k nu np nλ
RT 0 4 1 4
ABF 0 6 3 4
BDM 1 8 1 8
RT 1 12 4 8
ABF 1 16 8 8
BDM 2 14 3 12
RT 2 24 9 12
ABF 2 30 15 12
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como: »—– AE B
t
E L
t
E
BE CE
LE
fiffifl
»—– U
E
PE
λE
fiffifl “
»—– 0FE
0
fiffifl , (5.4)
ou
AEU
E `BtEPE ` LtEλE “ 0, (5.5)
BEU
E ` CEPE “ FE, (5.6)
LEU
E “ 0, (5.7)
em que UE, PE e λE são os vetores de graus de liberdade associados ao fluxo, à pressão e
ao multiplicador no elemento E, e as submatrizes estão dadas por:
• AE P Rnuˆnu
AEij “
ż
E
K´1ϕiϕjdΩ,
• BE P Rnpˆnu
BEij “ ´
ż
E
ψi divϕjdΩ,
• CE P Rnpˆnp
CEij “ ´
ż
E
αψiψjdΩ,
• LE P Rnλˆnu
LEij “
ż
E
µiϕj ¨ ndΓ,
• FE P Rnp
FEij “ ´
ż
E
ψifdΩ,
em que as funções ϕ,ψ são as funções associadas à velocidade e pressão no elemento E
respectivamente, e as funções µ são associadas ao multiplicador no contorno BE.
A seguir, no proceso de condensação das variáveis locais, omite-se o índice E por
simplicidade. Como A é não-singular, de (5.5) deduz-se que
U “ ´A´1BtP ´ A´1Ltλ.
Chamando
A1 “ A´1Lt e A2 “ A´1Bt,
tem-se que
U “ ´A2P ´ A1λ,
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a partir do qual, sendo substituído em (5.6), obtém-se
´BA1λ` pC ´BA2qP “ F,
ou
´B1λ` C1P “ F. (5.8)
Substituindo em (5.7)
´B2λ´ C2P “ 0, (5.9)
com B1 “ BA1, C1 “ C ´BA2, B2 “ LA1 e C2 “ LA2.
Assumindo que C1 é não-singular, e de (5.8) tem-se que
P “ C´11 pF `B1λq.
Chamando
P1 “ C´11 F e P2 “ C´11 B1, tem-se
P “ P1 ` P2λ,
e
´B2λ´ C2P1 ´ C2P2λ “ 0,
fazendo H “ ´pB2 ` C2P2q e F¯ “ C2P1
obtem-se finalmente o sistema local:
Hλ “ F¯ .
Uma vez condensadas as variáveis locais, o sistema global a resolver depende somente dos
multiplicadores. Assim, o sistema global é da forma
HΛ “ F¯. (5.10)
Observa-se que a dimensão do sistema (5.10) é igual à do sistema misto condensado (4.30) e
é dada por NApk`1q, sendo NA o número de arestas que conformam a malha. Além disso,
recorda-se que, embora os espaços BDMk tenham um número menor de graus de liberdade
totais (Tabela 4), uma vez condensado, o sistema obtido em termos dos multiplicadores, a
dimensão é igual, quando forem usados os espaços discretos quadrilaterais das três famílias
RTk, BDMk e ABFk.
5.3 Exemplos Numéricos
Nesta seção apresenta-se um estudo numérico de taxa de convergência para o caso
linear, com coeficientes α e K não constantes, utilizando a formulação mista-híbrida
com base nos espaços estudados no Capítulo 4. As aproximações por elementos finitos
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foram obtidas a partir de duas diferentes sequências. A primeira é uma malha uniforme
de n2 elementos quadrados e a segunda é uma malha de n2 trapézios de base h e lados
verticais paralelos de tamanhos 0.75h e 1.25h, como proposto em (ARNOLD; BOFFI;
FALK, 2005) e ilustrado na Figura 7. A continuação, apresentam-se as aproximações
 0  0.25  0.5  0.75  1
 0
 0.25
 0.5
 0.75
 1
 0  0.25  0.5  0.75  1
 0
 0.25
 0.5
 0.75
 1
Figura 7 – Malha de 4ˆ 4 quadrados na esquerda e trapézios, na direita.
das soluções do problema (5.1)-(5.3), com os espaços RTk e ABFk para k “ 0, 1, 2, e
BDMk com k “ 1, 2. Para cada escolha são mostradas as ordens de convergência em
cada variável ph, uh e div uh nas duas malhas testadas, como também os gráficos das
soluções aproximadas. Para observar o comportamento das aproximações das variáveis nas
diferentes famílias, foi testado o exemplo com coeficientes dependentes de x dados por
αpx, yq “ e1´x2´y2 , K “ p1 ` 10xqI, e o termo fonte de forma tal que a pressão exata é
dada por p “ senpixsenpiy.
Foram empregadas malhas de n2 elementos quadrilaterais, com n “ 4, 8, 16, 32 e 64.
Nas tabelas (5)-(7) encontram-se os erros na norma L2pΩq das aproximações da pressão, o
fluxo e o divergente e a taxa de convergência em cada caso, obtidas em cada família segundo
o grau k, nos dois tipos de malha, como também o número de graus de liberdade (DOF)
do sistema linear (após a condensação) que foi resolvido em cada caso. As aproximações
obtidas da pressão visualizam-se nas Figuras 8-10, as das componentes da velocidade nas
Figuras 11-16, e as do divergente nas Figuras 17-19.
Resultados
Com espaços RTk, pode-se visualizar um bom comportamento na aproximação de
todas as variáveis em malhas quadradas, assim como um melhoramento conforme o grau
polinomial aumenta. Observa-se que, conforme ao esperado, a aproximação das quantidades
ph, uh e div uh é obtida numa taxa de ordem k ` 1 em malhas quadradas. Em malhas
trapezoidais, as aproximações da pressão e do fluxo são obtidas com taxa ótima; no entanto,
para o divergente verifica-se a perda de uma ordem na convergência em malhas trapezoidais
(ordem k), em particular na Figura (17-(b)) pode se observar que para o grau polinomial
k “ 0 não é obtida uma boa aproximação do divergente, enquanto sim é obtida com o
espaço ABF0.
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Com espaços BDMk, embora os erros na aproximação de cada variável sejam maiores
que nos outros espaços, pode-se visualizar uma aproximação do fluxo com taxa ótima
pk`1q em malhas quadradas (Tabelas 6 e 7). A aproximação da pressão e do divergente é de
ordem k em malhas quadradas. A deficiência na aproximação do divergente é gráficamente
visível em comparação com as aproximações fornecidas pelos espaços RTk e ABFk para o
mesmo valor de k em malhas quadradas(Figuras 18-19). Em malhas trapezoidais,verifica-se
a perda nas taxas de convergência do fluxo e do divergente, que passam a ser de ordens
t
k ` 1
2 u e t
k
2 u respectivamente, essa perda verificou-se nos valores de k “ 1 e k “ 2 nas
Tabelas 6 e 7. Em malhas trapezoidais, no exemplo dado, observa-se que a aproximação
da pressão também diminui em comparação com malhas quadradas.
Com espaços ABFk, pode-se ver a boa aproximação do divergente (Figuras 17-19).
Observa-se otimalidade na aproximação da pressão, do fluxo e do divergente em malhas
trapezoidais (Tabelas 5-7). Além disso, observa-se para esse problema, uma superconver-
gência (de ordem k ` 2) no divergente em malhas quadradas. A convergência na pressão é
de ordem superior a k ` 1 tanto em malhas quadradas como em malhas trapezoidais.
Um fato interessante observado (Tabelas 6 e 7) é que os erros nas aproximações do
fluxo obtidos com os espaços ABFk nesse problema são muito próximos dos erros obtidos
com os espaços RTk.
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Tabela 5 – Problema linear: Erros e taxas de convergência para RT0 e ABF0
}p´ ph} }u´ uh} }∇ ¨ pu´ uhq}
n DOF erro ordem erro ordem erro ordem
RT0 em malhas quadradas
4 40 1,576e-01 3,577e00 2,198e01
8 144 7,984e-02 0,981 1,776e00 1,010 1,130e01 0,960
16 544 4,004e-02 0,996 8,858e-01 1,004 5,688e00 0,990
32 2112 2,003e-02 0,999 4,426e-01 1,001 2,849e00 0,998
64 8320 1,002e-02 1,000 2,213e-01 1,000 1,425e00 0,999
ABF0 em malhas quadradas
4 40 4,208e-02 3,596e00 4,678e00
8 144 1,045e-02 2,009 1,778e00 1,016 1,205e00 1,957
16 544 2,611e-03 2,002 8,860e-01 1,005 3,033e-01 1,990
32 2112 6,525e-04 2,000 4,426e-01 1,001 7,597e-02 1,997
64 8320 1,631e-04 2,000 2,213e-01 1,000 1,900e-02 1,999
RT0 em malhas trapezoidais
4 40 1,619e-01 3,791e00 2,434e01
8 144 8,221e-02 0,979 1,915e00 0.985 1,516e01 0,683
16 544 4,126e-02 0,995 9,670e-01 0,986 1,149e01 0,400
32 2112 2,065e-02 0,999 4,861e-01 0,992 1,035e01 0,151
64 8320 1,033e-02 1,000 2,437e-01 0,996 1,005e01 0,043
ABF0 em malhas trapezoidais
4 40 4,670e-02 3,722e00 6,846e00
8 144 1,413e-02 1,724 1,872e00 0,991 2,785e00 1,298
16 544 5,053e-03 1,484 9,430e-01 0,989 1,292e00 1,108
32 2112 2,179e-03 1,213 4,736e-01 0,994 6,326e-01 1,030
64 8320 1,040e-03 1,067 2,373e-01 0,997 3,146e-01 1,008
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Tabela 6 – Problema linear: Erros e taxas de convergência para RT1, BDM1 e ABF1
}p´ ph} }u´ uh} }∇ ¨ pu´ uhq}
n DOF erro ordem erro ordem erro ordem
RT1 em malhas quadradas
4 80 1,614e-02 4,460e-01 2,986e00
8 288 4,056e-03 1,993 1,107e-01 2,011 7,490e-01 1,995
16 1088 1,015e-03 1,998 2,761e-02 2,003 1,874e-01 1,999
32 4224 2,540e-04 1,999 6,899e-03 2,001 4,687e-02 2,000
64 16640 6,350e-05 2,000 1,725e-03 2,000 1,171e-02 2,000
BDM1 em malhas quadradas
4 80 1,617e-01 1,746e00 2,198e01
8 288 8,046e-02 1,007 4,579e-01 1,930 1,130e01 0,960
16 1088 4,012e-02 1,004 1,158e-01 1,983 5,688e00 0,990
32 4224 2,005e-02 1,001 2,904e-02 1,996 2,849e00 0,998
64 16640 1,002e-02 1,000 7,266e-03 1,999 1,425e00 0,999
ABF1 em malhas quadradas
4 80 1,295e-03 4,455e-01 2,084e-01
8 288 1,434e-04 3,175 1,106e-01 2,010 2,572e-02 3,018
16 1088 1,714e-05 3,064 2,761e-02 2,003 3,204e-03 3,005
32 4224 2,116e-06 3,018 6,899e-03 2,001 4,001e-04 3,001
64 16640 2,637e-07 3,005 1,725e-03 2,000 5,000e-05 3,000
RT1 em malhas trapezoidais
4 80 1,876e-02 4,546e-01 3,963e00
8 288 4,729e-03 1,988 1,126e-01 2,013 1,407e00 1,494
16 1088 1,185e-03 1,997 2,809e-02 2,003 6,086e-01 1,209
32 4224 2,964e-04 1,999 7,019e-03 2,001 2,912e-01 1,064
64 16640 7,411e-05 2,000 1,755e-03 2,000 1,439e-01 1,017
BDM1 em malhas trapezoidais
4 80 1,662e-01 1,881e00 2,435e01
8 288 8,289e-02 1,004 5,500e-01 1,774 1,516e01 0,683
16 1088 4,135e-02 1,003 1,813e-01 1,601 1,149e01 0,400
32 4224 2,066e-02 1,001 7,356e-02 1,301 1,035e01 0,151
64 16640 1,033e-02 1,000 3,428e-02 1,102 1,005e01 0,043
ABF1 em malhas trapezoidais
4 80 1,968e-03 4,505e-01 4,820e-01
8 288 2,458e-04 3,001 1,123e-01 2,004 1,018e-01 2,243
16 1088 3,280e-05 2,906 2,806e-02 2,001 2,413e-02 2,077
32 4224 5,028e-06 2,706 7,016e-03 2,000 5,946e-03 2,021
64 16640 9,597e-07 2,389 1,754e-03 2,000 1,481e-03 2,005
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Tabela 7 – Problema linear: Erros e taxas de convergência para RT2, BDM2 e ABF2
}p´ ph} }u´ uh} }∇ ¨ pu´ uhq}
n DOF erro ordem erro ordem erro ordem
RT2 em malhas quadradas
4 120 1,071e-03 2,996e-02 2,001e-01
8 432 1,346e-04 2,993 3,775e-03 2,988 2,546e-02 2,975
16 1632 1,685e-05 2,998 4,728e-04 2,997 3,196e-03 2,994
32 6336 2,107e-06 2,999 5,913e-05 2,999 3,999e-04 2,999
64 24960 2,634e-07 3,000 7,392e-06 3,000 5,000e-05 3,000
BDM2 em malhas quadradas
4 120 2,974e-02 1,613e-01 4,677e00
8 432 7,558e-03 1,976 1,913e-02 3,076 1,205e00 1,957
16 1632 1,898e-03 1,995 2,348e-03 3,026 3,033e-01 1,989
32 6336 4,750e-04 1,999 2,921e-04 3,007 7,597e-02 1,997
64 24960 1,188e-04 2,000 3,646e-05 3,002 1,900e-02 1,999
ABF2 em malhas quadradas
4 120 5,712e-05 2,994e-02 1,368e-02
8 432 3,393e-06 4,073 3,775e-03 2,988 8,547e-04 4,001
16 1632 2,094e-07 4,018 4,728e-04 2,997 5,342e-05 4,000
32 6336 1,305e-08 4,005 5,913e-05 2,999 3,339e-06 4,000
64 24960 8,148e-10 4,001 7,392e-06 3,000 2,096e-07 3,994
RT2 em malhas trapezoidais
4 120 1,492e-03 3,431e-02 4,572e-01
8 432 1,880e-04 2,989 4,304e-03 2,995 9,831e-02 2,218
16 1632 2,354e-05 2,997 5,385e-04 2,998 2,342e-02 2,070
32 6336 2,944e-06 2,999 6,735e-05 2,999 5,781e-03 2,019
64 24960 3,681e-07 3,000 8,420e-06 3,000 1,440e-03 2,005
BDM2 em malhas trapezoidais
4 120 3,527e-02 3,951e-01 6,847e00
8 288 1,141e-02 1,628 1,079e-01 1,872 2,785e00 1,298
16 1632 4,552e-03 1,325 3,129e-02 1,786 1,292e00 1,108
32 6336 2,105e-03 1,112 1,072e-02 1,546 6,326e-01 1,030
64 24960 1,030e-03 1,031 4,516e-03 1,247 3,146e-01 1,008
ABF2 em malhas trapezoidais
4 120 1,046e-04 3,317e-02 3,811e-02
8 288 6,517e-06 4,005 4,180e-03 2,988 4,230e-03 3,171
16 1632 4,086e-07 3,995 5,236e-04 2,997 5,104e-04 3,051
32 6336 2,575e-08 3,988 6,550e-05 2,999 6,321e-05 3,013
64 24960 1,655e-09 3,960 8,189e-06 3,000 7,883e-06 3,003
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Figura 8 – Aproximações da pressão em malhas de 16ˆ 16 elementos nos espaços ((a) e
(b)) RT0, ((c) e (d)) ABF0, com malhas quadradas na esquerda, e trapezoidais
a direita.
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Figura 9 – Aproximações da pressão em malhas de 16 ˆ 16 elementos nos espaços ((a)
e (b)) RT1, ((c) e (d)) BDM1, ((e) e (f)) ABF1 com malhas quadradas na
esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 10 – Aproximações da pressão em malhas de 16ˆ 16 elementos nos espaços ((a)
e (b)) RT2, ((c) e (d)) BDM2, ((e) e (f)) ABF2 com malhas quadradas na
esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 11 – Aproximações da primeira componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT0, ((c) e (d)) ABF0, com malhas quadradas
na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 12 – Aproximações da primeira componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT1, ((c) e (d)) BDM1, ((e) e (f)) ABF1
com malhas quadradas na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 13 – Aproximações da primeira componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT2, ((c) e (d)) BDM2, ((e) e (f)) ABF2
com malhas quadradas na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 14 – Aproximações da segunda componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT0, ((c) e (d)) ABF0, com malhas quadradas
na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 15 – Aproximações da segunda componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT1, ((c) e (d)) BDM1, ((e) e (f)) ABF1
com malhas quadradas na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 16 – Aproximações da segunda componente da velocidade em malhas de 16ˆ 16
elementos nos espaços ((a) e (b)) RT2, ((c) e (d)) BDM2, ((e) e (f)) ABF2
com malhas quadradas na esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 17 – Aproximações do divergente em malhas de 16 ˆ 16 elementos nos espaços
((a) e (b)) RT0, ((c) e (d)) ABF0, com malhas quadradas na esquerda, e
trapezoidais a direita.
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Figura 18 – Aproximações do divergente em malhas de 16ˆ 16 elementos nos espaços ((a)
e (b)) RT1, ((c) e (d)) BDM1, ((e) e (f)) ABF1 com malhas quadradas na
esquerda, e trapezoidais a direita.
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Figura 19 – Aproximações do divergente em malhas de 16ˆ 16 elementos nos espaços ((a)
e (b)) RT2, ((c) e (d)) BDM2, ((e) e (f)) ABF2 com malhas quadradas na
esquerda, e trapezoidais a direita.
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Capítulo 6
Formulações para um modelo não
linear
Neste capítulo consideram-se aproximações por elementos finitos mistos para o
problema elíptico não linear:
αpx, pqp´ divpKpx, pq∇pq “ fpxq, P Ω (6.1)
p “ 0 sobre BΩ (6.2)
É feita uma descrição geral de resultados relacionados com soluções do problema
forte, aproximações por métodos de elementos finitos em um campo e aproximações por
métodos de elementos finitos mistos.
Para a solução numérica é proposta uma formulação mista-híbrida não linear; um
algoritmo de linearização do tipo Picard é proposto para a sua resolução, em que cada
passo recai sobre a solução de um problema linear auxiliar, similar ao discutido no Capítulo
5. Em particular busca-se visualizar quais das famílias de espaços de elementos finitos
mistos estudadas preservam as ordens de convergência já conhecidas para o problema
linear associado.
6.1 O Problema não linear
O problema não linear (6.1)-(6.2) pode ser reescrito na forma de um sistema de
primeira ordem, definindo o:
Problema Não Linear: Dadas as funções αpx, pq, fpxq e o tensor Kpx, pq, encontrar a
pressão p e o fluxo u tais que
αpx, pqp` div u “ f em Ω, (6.3)
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u “ ´Kpx, pq∇p em Ω, (6.4)
com condição de contorno
p “ 0 sobre BΩ. (6.5)
Hipóteses de regularidade sobre as funções envolvidas, serão discutidas ao longo do capítulo.
6.1.1 Existência e unicidade de soluções fortes
O estudo da existência e unicidade de soluções de problemas elípticos não lineares
de segunda ordem da forma (6.1)-(6.2) ou sua forma de sistema (6.3)-(6.5), varia tanto na
forma forte estudada, quanto na abordagem empregada e nas hipóteses adotadas sobre as
funções (GILBARG; TRUDINGER, 2001; DOUGLAS; DUPONT; SERRIN, 1971).
No trabalho de Douglas, Dupont e Serrin (DOUGLAS; DUPONT; SERRIN, 1971),
mostra-se a unicidade de soluções suaves para problemas elípticos, que incluem equações
mais gerais escritas na forma divergente
div apx, p,∇pq ` bpx, pq “ 0, (6.6)
em domínios limitados do Rn. Um dos resultados deste trabalho, que é de grande impor-
tância no contexto da análise do problema modelo deste capítulo, é a garantia de que caso
exista uma solução suave, ela será única. Tal resultado orienta a definição de exemplos para
os estudos de convergência das aproximações numéricas obtidas. Os resultados do artigo
indicam diferenças no comportamento de equações elípticas escritas na forma divergente,
tais como (6.6), e equações que não sejam escritas nesta forma. Particularmente, os autores
ressaltam que a unicidade não é, em geral, verificada em problemas elípticos que não sejam
escritos na forma divergente. O resultado principal de (DOUGLAS; DUPONT; SERRIN,
1971) que se relaciona ao problema modelo (6.3)-(6.5) assume as seguintes hipóteses:
(H1) A função vetorial apx, p,wq “ pa1px, p,wq, ..., anpx, p,wqq é continuamente diferen-
ciável para todo x P Ω¯, e para todo valor real p e todo vetor w “ pw1, ..., wnq com
Ω Ď Rn um domínio limitado;
(H2) O operador definido como
Lp “ div apx, p,∇pq “
nÿ
i“1
B
Bxiaipx, p,∇pq
é elíptico em ppxq, no sentido em que a matriz pBai{Bwjqnˆn é positiva definida
quando aplicada nos argumentos x, ppxq e ∇ppxq, e é semi-definida positiva quando
for aplicada em x, ppxq e quaisquer valores reais de w;
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(H3) A função real bpx, pq definida em ΩˆR, é não decrescente em p e Lipschitz contínua
em relação a p.
Teorema 6.1. Assumindo as hipóteses (H1)-(H3), existe no máximo uma solução p P
C2pΩ¯q do problema de Dirichlet
Lppxq “ bpx, pq em Ω,
ppxq “ gpxq sobre BΩ.
Este resultado e a sua demonstração encontram-se em (DOUGLAS; DUPONT;
SERRIN, 1971).
Com isso, uma vez que o problema modelo de interesse (6.3)-(6.5) é um problema de
Dirichlet que pode ser escrito na forma divergente:
´ divpKpx, pq∇pq “ fpxq ´ αpx, pqp em Ω,
p “ 0 sobre BΩ,
o Teorema (6.1) garante a unicidade da solução forte, caso sejam comprovadas a existência
de uma solução C2pΩq e as hipóteses (H1)-(H3).
6.1.2 Aproximações por métodos de elementos finitos
Entre os trabalhos sobre aproximações com métodos de elementos finitos para
problemas da forma (6.3)-(6.5) existem alguns que seguem formulações primais baseadas
em H1pΩq, como no trabalho de Feistauer e Zenisek (FEISTAUER; ŽENÍŠEK, 1986), em
que estudam problemas na forma
a0px, p,∇pq ´
nÿ
i“1
B
Bxiaipx, p,∇pq “ fpxq em Ω
com condições de contorno de Dirichlet ou Neumann. Na discretização são utilizadas
aproximações para p por funções globalmente contínuas que são polinômios lineares em
cada elemento usando malhas triangulares. Na demostração de existência e unicidade
das soluções aproximadas, são assumidas algumas propriedades dos coeficientes, como a
continuidade das funções aipx, ξq em ΩˆR3, em que ξ é um vetor que pode ser composto
por p e ∇p, continuidade e limitação das suas derivadas Bai{Bξi e que a matriz destas
derivadas seja definida positiva. Na prova da convergência do método usa-se a hipótese
de que a solução exata p P H1pΩq, e assumindo uma regularidade adicional sobre p, os
autores mostram que a convergência ocorre numa taxa de ordem Ophq na norma H1pΩq.
Alguns autores, como Milner (MILNER, 1985) e Park (PARK, 1995), analisam
métodos de elementos finitos mistos para problemas elipticos não lineares. Em (MILNER,
1985) são estudados problemas de Dirichlet da forma
L p “ ´∇ ¨ papx, pq∇p` bpx, pqq ` cpx, pq “ f em Ω,
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com condição de contorno de Dirichlet.
p “ ´g sobre BΩ.
Supondo que para cada par de funções pf, gq P HpΩq ˆ H3{2`pBΩq existe uma única
solução desse problema p P H2`pΩq e, sob as hipóteses de que as funções a, b e c são
duas vezes diferenciáveis com derivadas de até segunda ordem limitadas e contínuas, e
apx, qq ě a1 ą 0, segue-se que o par pu, pq com
u “ ´papx, pq∇p` bpx, pqq,
é solução do problema variacional em sua forma mista:
pa´1px, pqu,vq ´ pdiv v, pq ` pβppq,vq “ xg,v ¨ ny @ v P Hpdiv,Ωq, (6.7)
pdiv u, qq ` pcpx, pq, qq “ pf, qq @ q P L2pΩq, (6.8)
em que β “ b{a. Para a formulação do problema discreto são utilizados espaços compatíveis
Hpdiv,Ωq conformes para o fluxo u e L2pΩq para a pressão p, baseados nas famílias de
Raviart-Thomas em malhas afins. Os autores conseguem mostrar a existência e unicidade
da solução do problema que corresponde a uma versão discreta de (6.7)-(6.8). Além disso,
para soluções suficientemente regulares, são satisfeitas as seguintes estimativas de orden
de convergência.
Teorema 6.2. Seja puh, phq a solução da contrapartida discreta do problema variacional
(6.7)-(6.8) obtida pelo emprego dos espaços compatíveis de Raviart-Thomas de ordem k.
Existe uma constante positiva C independente de h, dependendo quadraticamente de }p}2`
tal que
}p´ ph}0 ď C
$&%h}p}2, se k “ 0hs}p}s, 2 ď s ď k ` 1, se p P HspΩq, e k ą 0 (6.9)
}u´ uh} ď Chs}p}s`1, 1 ď s ď k ` 1, se p P Hs`1pΩq, (6.10)
} divpu´ uhq} ď Chs}p}s`2, 0 ď s ď k ` 1, se p P Hs`2pΩq. (6.11)
Em (PARK, 1995), os resultados de (MILNER, 1985) são estendidos para o caso em
que c “ cpx, p,∇p), e é proposto e analisado um método de Newton para a resolução do
problema não linear.
No trabalho de Chen (CHEN, 1989) é estudado um problema que envolve o caso em
que α “ 0. São considerados problemas variacionais mistos escritos numa forma abstrata,
que, incluem o caso α “ 0, relacionado com o problema modelo: Encontrar pu, pq P V ˆQ
tal que
pK´1ppqu,vq ´ pp, div vq “ 0 @v P V ,
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pdiv u, qq “ pf, qq @q P Q,
em que V e Q são espaços de Hilbert dados. São provadas a existência, unicidade e
convergência das soluções puh, phq de uma versão discreta desse problema à solução
pu, pq. Além disso, baseando-se nos espaços de Raviart-Thomas em malhas quadrilaterais,
demonstra-se que a solução do problema discreto associado satisfaz estimativas similares
a (6.9)-(6.11). Também mostra-se a convergência do algoritmo iterativo proposto para a
resolução do problema não linear discreto.
No artigo (CHEN, 1998a) Chen propõe uma formulação mista estendida, em três
campos, para o problema modelo linear, posta em termos da variável escalar (pressão), de
seu gradiente e do fluxo. Diferentemente das formulações mistas clássicas em dois campos,
a formulação estendida é capaz de lidar com casos em que a permeabilidade tende para
zero. Uma potencial aplicação desta formulação é na modelagem de escoamentos bifásicos
com pressão capilar. Neste caso, a pressão entre as fases é diferente e formulações que
empregam duas pressões são comuns (CHEN; HUAN; MA, 2006). Para a aproximação
numérica em duas dimensões, o autor usa os espaços BDMk em malhas triangulares,
obtendo taxas ótimas em L2pΩq para o gradiente e para o fluxo. Para o campo escalar,
é proposta uma técnica de pós-processamento local que conduz à superconvergência em
L2pΩq. Do ponto de vista computacional, uma forma direta de resolução do problema
discreto é condensação (eliminação local das incógnitas) do gradiente, uma vez que tal
variável é aproximada por funções descontínuas entre elementos. Esta técnica conduz a um
sistema de ponto de sela, nas variáveis fluxo e pressão, análogo ao obtido pela formulação
mista.
Com relação ao problema elíptico não linear, é possível que a aproximação do fluxo
sofra influência dos erros oriundos da aproximação da pressão, devido à dependência da
permeabilidade nesta variável. Esta influência pode ser observada com o emprego dos
espaços BDMk em que, em malhas afins, a variável escalar (pressão) é aproximada com
uma ordem abaixo da obtida para o fluxo, como foi visto no Capítulo 4. Uma forma de
contornar essa influência é proposta por Chen (CHEN, 1994), em que uma formulação de
elementos finitos estendida para um problema elíptico não linear incompressível, baseada
nos elementos BDMk, é apresentada. Tais ideias foram posteriormente ampliadas para
o emprego de diferentes espaços de elementos finitos estáveis na aproximação de um
problema elíptico não linear mais geral, no artigo (CHEN, 1998b); nesse trabalho para a
discretização são usadas malhas afins, e nas diferentes variáveis são empregados diferentes
espaços compatíveis conhecidos, como os RTk, BDMk ou os BDFMk (BREZZI et al., 1987).
As taxas de convergência obtidas na pressão e no fluxo, são ótimas só em alguns exemplos
desses espaços compatíveis. Na resolução numérica do problema é empregado um algoritmo
do tipo Picard para a não linearidade.
Específicamente, o autor mostra que usando essa variante do método misto, obtém-se
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as estimativas na norma L2pΩq dadas por:
}p´ ph}0 ď C1
$&%hr}p}r ` }p}r1hr1 , se 2 ď r ď k ` 1, 2 ď r1 ď k˚,hr`1}p}r`1 ` h}p}2, se 1 ď r ď k ` 1, k˚ “ 1, (6.12)
}u´ uh} ď C1hr}p}r`1 ` }p}r1`1hr1 , se , 1 ď r ď k ` 1, 1 ď r1 ď k˚, (6.13)
} divpu´ uhq} ď C1hr}p}r`2, 0 ď r ď k˚, (6.14)
em que k˚ “ k ` 1 nos espaços RTk ou BDFM, e k˚ “ k no caso dos espaços BDMk.
6.2 Modelo Misto-Híbrido Não Linear
Com base no estudo até aqui apresentado neste capítulo e nas formulações mista e
mista-híbrida discutidas nos Capítulos 4 e 5, respectivamente, é apresentada a seguir a
metodologia proposta para a aproximação numérica do problema (6.3)-(6.5). Novamente,
buscando o emprego de fluxos localmente Hpdivq nos elementos E da partição, mas
globalmente em pL2pΩqq2, de forma a obter uma maior flexibilidade na construção dos
espaços locais, é proposta a seguinte formulação mista-híbrida não linear:
Formulação Mista-Híbrida Não Linear: Encontrar u¯h P V¯h, ph P Qh, λh P Lh tais
que
pK´1px, phqu¯h,vq ´
ÿ
E
ż
E
ph div vdΩ`
ÿ
E
ż
BE
λhv ¨ ndΓ “ 0, (6.15)
pαpx, phqph, qq `
ÿ
E
ż
E
div u¯hqdΩ “ pf, qq, (6.16)ÿ
E
ż
BE
µu¯h ¨ ndΓ “ 0, (6.17)
@ v P V¯h, q P Qh, µ P Lh.
A definição desta formulação segue os mesmos passos da sua versão linear, comentada
no Capítulo 5, devido ao fato do modelo apresentar não linearidades apenas através dos
coeficientes αpx, pq e Kpx, pq.
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6.3 Algoritmo de Cálculo
Nesta seção apresenta-se o algoritmo proposto para aproximar a solução do problema
(6.3)-(6.5), empregando um método iterativo baseado na formulação (6.15)-(6.17). Tal
algoritmo, do tipo Picard, resolve em cada iteração um problema linear auxiliar que
corresponde a uma linearização do problema em sua forma mista-híbrida.
Método de Picard
A solução do problema discreto (6.15)-(6.17) recai num sistema algébrico de equações
não lineares. Em geral, resolve-se este tipo de sistema por meio de métodos iterativos. Um
dos métodos usualmente empregados é o método de Picard aplicado em um problema
de ponto fixo equivalente. Sendo assim, assumindo que o problema está definido em um
conjunto X Ă RN, é procurada uma função de iteração G : X Ñ X, tal que o sistema
inicial seja equivalente a um sistema da forma:
GpXq “ X. (6.18)
A partir de um valor inicial (apropriado) para X0 “ px01, ..., x0Nqt, o método consiste em
calcular uma sequência da forma
Xj`1 “ GpXjq, j “ 0, 1, ..., Nmax,
até satisfazer um critério de convergência, o qual pode ser baseado na diferença }Xj`1´Xj},
no resíduo }GpXj`1q ´Xj`1}, ou algum criterio de parada dado por um número máximo
de iterações pNmaxq. Uma condição suficiente para garantir a convergência do método
(ORTEGA, 1972), é que G seja uma contração num conjunto fechado X, ou seja, que
exista uma constante 0 ă L ă 1, tal que para todo X1,X2 P X se satisfaça:
}GpX1q ´GpX2q} ď L}X1 ´X2}.
O problema discreto (6.15)-(6.17) equivale a resolver um sistema de equações não lineares
da forma:
ApP¯qP¯ “ F, (6.19)
com P¯ “ pU, P,Λq.Assumindo que a matriz ApPq é não singular, esse pode se escrever na
forma (6.18):
ApP¯q´1F “ P¯,
e, portanto, é um problema de ponto fixo. Para esse sistema, dado um valor inicial de P¯0,
a sequência de iterações é obtida resolvendo-se o sistema linear:
ApP¯jqP¯j`1 “ F,
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o que equivale a resolver o problema discreto linearizado associado a (6.15)-(6.17), em que,
os coeficientes não lineares K e α são calculados na pressão da iteração anterior pj. Uma
vez que o problema em cada iteração é linear, resolve-se da forma descrita no Capítulo 5,
condensando as variáveis internas, encontrando os multiplicadores e obtendo a pressão
para computar a seguinte iteração. Com base nisso, a seguir, é proposto o algoritmo de
resolução para (6.15)-(6.17).
Algoritmo:
1. Dar uma aproximação inicial da pressão p0.
2. Dado pj, encontre puj`1, pj`1, λj`1q P V¯h ˆQh ˆ Lh tal que
pK´1px, pjquj`1,vq ´
ÿ
E
ż
E
pj`1 div vdΩ`
ÿ
E
ż
BE
λj`1v ¨ ndΓ “ 0 @ v P V¯h,
p´αpx, pjqpj`1, qq ´
ÿ
E
ż
E
div uj`1qdΩ “ ´pf, qq @ q P Qh,ÿ
E
ż
BE
µuj`1 ¨ ndΓ “ 0 @ µ P Lh.
3. Cheque a convergência da solução. Caso tenha atingido a convergência, faça ph “ pj`1,
uh “ uj`1. Caso contrário, avance j Ñ j ` 1 e retorne ao passo 2.
Em relação à convergência citada no passo 3, é utilizado o seguinte critério: para
todo elemento E da malha, verifica-se
}pj`1E ´ pjE} ď p}pj`1E },
}uj`1E ´ ujE} ď u}uj`1E },
em que p, u são tolerâncias dadas, e pjE, u
j
E são as soluções no elemento E na iteração j,
obtidas no paso 2.
Observa-se no algoritmo que, em cada iteração, resolve-se um problema linear em sua
formulação mista-híbrida. Como essa formulação é equivalente à formulação mista discreta
do problema linear associado, então se essa sequência convergir, o límite será solução do
problema discreto não linear associado à formulação mista. A solução do problema misto
discreto, que emprega os espaços RTk em malhas afins, satisfaz as estimativas (6.9)-(6.11)
mostradas em (MILNER, 1985). Na seguinte seção são ilustradas através de exemplos
numéricos estas estimativas e as respectivas em malhas não afins; além disso, observa-se o
comportamento das famílias dos espaços BDMk e ABFk na ordem de aproximação das
variáveis no problema não-linear, tanto em malhas afins como em malhas não afins.
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6.4 Experimentos Numéricos
Após visualizar alguns dos ressultados de convergência já conhecidos dos trabalhos
estudados, nesta seção busca-se observar as propriedades de convergência das diferentes
famílias de espaços estudadas num problema modelo não linear. Apresentam-se resultados
de testes numéricos usando o algoritmo descrito com os espaços RTk, BDMk e ABFk,
com os graus polinomiais k “ 0, 1 e 2 para RTk e ABFk, e k “ 1 e 2 para o caso dos
espaços BDMk. O problema modelo é definido em Ω “ r0, 1sˆ r0, 1s, com αpx, pq “ 0.1e´p,
Kpx, pq “ p1`5p2qI, e fpxq definido de forma que ppxq “ sen pix sen piy seja solução exata.
As malhas testadas são quadradas e trapezoidais, com n2 (n “ 4, 8, 16, 32, 64.) elementos,
como definidas na Figura 7 para os exemplos no caso linear. O valor da pressão inicial
usado é p0 “ 0, e o número máximo de iterações Nmax “ 100. O critério de parada utiliza
p “ u “ 10´8. Os resultados são apresentados nas Tabelas 8-10, em que são indicados
o número de elementos em cada eixo (n), o número de iterações respectivas em que foi
conseguido o critério de parada, os erros em norma L2pΩq das aproximações da pressão,
do fluxo e do seu divergente em cada grau polinomial, bem como as taxas de convergência
para cada variável. Nesse exemplo, com todos os espaços estudados, o algoritmo convergiu
com um número similar de iterações.
Nas Figuras 20, 21 e 22 comparam-se as taxas de convergência da pressão, do fluxo
e do divergente, respectivamente, obtidas com o emprego dos diferentes espaços, nos dois
tipos de malhas.
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Tabela 8 – Problema não linear: Erros e taxas de convergência para RT0 e ABF0.
n Iter }p´ ph} ordem }u´ uh} ordem }∇ ¨ pu´ uhq} ordem
RT0 em malhas quadradas
4 41 1.583e-01 1.586e00 1.694e01
8 17 7,998e-02 0.985 6,868e-01 1,208 9,224e00 0.877
16 16 4,006e-02 0,997 3,251e-01 1,079 4,716e00 0,968
32 16 2,004e-02 0,999 1,600e-01 1,023 2,371e00 0,992
64 16 1,002e-02 1,000 7,969e-02 1,006 1,187e00 0,998
ABF0 em malhas quadradas
4 16 3,815e-02 1,301e00 6,610e00
8 17 9,306e-03 2,036 6,436e-01 1,051 1,847e00 1,839
16 16 2,321e-03 2,003 3,193e-01 1,011 4,752e-01 1,959
32 16 5,802e-04 2,000 1,593e-01 1,003 1,197e-01 1,990
64 16 1,450e-04 2,000 7,959e-02 1,001 2,997e-02 1,997
RT0 em malhas trapezoidais
4 39 1.629e-01 1.686e00 1.739e01
8 18 8,240e-02 0.983 7,603e-01 1.149 1,035e01 0.748
16 16 4,128e-02 0,997 3,703e-01 1,038 6,553e00 0,660
32 16 2,065e-02 0,999 1,841e-01 1,008 5,085e00 0,366
64 16 1,033e-02 1,000 9,194e-02 1,002 4,639e00 0,132
ABF0 em malhas trapezoidais
4 18 4,486e-02 1,417e00 8,098e00
8 17 1,409e-02 1,671 7,091e-01 0,998 2,838e00 1,512
16 16 5,027e-03 1,487 3,556e-01 0,996 1,182e00 1,264
32 16 2,175e-03 1,209 1,780e-01 0,998 5,544e-01 1,092
64 16 1,039e-03 1,065 8,904e-02 0,999 2,723e-01 1,026
Resultados
• Usando os espaços RTk, k “ 0, 1 2, verifica-se o comportamento esperado em malhas
quadradas para esse problema não linear segundo as estimativas (6.9)-(6.11), que é
a convergência ótima das aproximações da pressão, do fluxo e do divergente. Em
malhas trapezoidais, mantém-se as propriedades já vistas no caso linear, ou seja,
uma aproximação de ordem ótima pk ` 1q para o fluxo e para a pressão nas duas
malhas, enquanto que a convergência do divergente é dada numa taxa de ordem k.
• Com espaços BDMk, em malhas trapezoidais, observa-se a redução substancial nas
ordens de convergência do fluxo e do divergente, como observado no caso linear
(Tabelas 9-10) e Figuras 21-22).
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Tabela 9 – Problema não linear: Erros e taxas de convergência para RT1, BDM1 e ABF1.
n Iter. }p´ ph} ordem }u´ uh} ordem }∇ ¨ pu´ uhq} ordem
RT1 em malhas quadradas
4 18 1.717e-02 2.658e-01 4.911e00
8 16 4,069e-03 2.077 6,048e-02 2.136 1,304e00 1.912
16 16 1,015e-03 2,002 1,461e-02 2,049 3,310e-01 1,979
32 16 2,539e-04 2,014 3,620e-03 2,000 8,306e-02 1,995
64 16 6,349e-05 2,000 9,029e-04 2,003 2,078e-02 1,999
BDM1 em malhas quadradas
4 37 1.578e-01 1.338e00 1.694e01
8 20 7,984e-02 0.983 4,667e-01 1.519 9,225e00 0.877
16 17 4,004e-02 0,996 1,810e-01 1,367 4,716e00 0,968
32 17 2,004e-02 0,999 8,186e-02 1,145 2,372e00 0,992
64 16 1,002e-02 1,000 3,975e-02 1,042 1,187e00 0,998
ABF1 em malhas quadradas
4 17 1,987e-03 2,261e-01 1,038e00
8 16 1,704e-04 3,543 5,746e-02 1,977 1,313e-01 2,983
16 16 1,806e-05 3,238 1,442e-02 1,995 1,640e-02 3,001
32 16 2,146e-06 3,073 3,608e-03 1,999 2,050e-03 3,001
64 16 2,646e-07 3,019 9,021e-04 2,000 2,562e-04 3,000
RT1 em malhas trapezoidais
4 18 1.976e-02 2.984e-01 5.456e00
8 17 4,751e-03 2.056 6,988e-02 2.094 1,691e00 1.690
16 16 1,186e-03 2,002 1,681e-02 2,055 5,846e-01 1,533
32 16 2,964e-04 2,000 4,158e-03 2,016 2,469e-01 1,243
64 16 7,411e-05 2,000 1,036e-03 2,004 1,170e-01 1,077
BDM1 em malhas trapezoidais
4 38 1.624e-01 1.435e00 1.739e01
8 21 8,226e-02 1.457 5,226e-01 0.982 1,035e01 0.748
16 17 4,127e-02 1,303 2,118e-01 0,995 6,553e00 0,660
32 17 2,065e-02 1,111 9,806e-02 0,999 5,085e00 0,366
64 16 1,033e-02 1,032 4,797e-02 1,000 4,639e00 0,132
ABF1 em malhas trapezoidais
4 18 2,711e-03 2,442e-01 1,366e00
8 16 3,505e-04 2,951 6,507e-02 1,908 2,205e-01 2,631
16 16 4,317e-05 3,022 1,634e-02 1,994 4,180e-02 2,399
32 16 6,112e-06 2,820 4,090e-03 1,998 9,409e-03 2,151
64 16 1,053e-06 2,537 1,023e-03 2,000 2,282e-03 2,044
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Tabela 10 – Problema não linear: Erros e taxas de convergência para RT2, BDM2 e ABF2.
n Iter. }p´ ph} ordem }u´ uh} ordem }∇ ¨ pu´ uhq} ordem
RT2 em malhas quadradas
4 17 1,105e-03 4,412e-02 9,819e-01
8 16 1,353e-04 3,030 5,262e-03 3,067 1,290e-01 2,928
16 16 1,686e-05 3,005 6,463e-04 3,025 1,633e-02 2,982
32 16 2,107e-06 3,000 8,041e-05 3,007 2,047e-03 2,996
64 16 2,634e-07 3,000 1,004e-05 3,002 2,561e-04 2,999
BDM2 em malhas quadradas
4 20 3,031e-02 3,367e-01 6,610e00
8 17 7,576e-03 2,000 4,831e-02 2,801 1,847e00 1,839
16 16 1,898e-03 1,997 9,698e-03 2,317 4,752e-01 1,959
32 16 4,750e-04 1,999 2,278e-03 2,090 1,197e-01 1,990
64 16 1,188e-04 2,000 5,606e-04 2,023 2,997e-02 1,997
ABF2 em malhas quadradas
4 16 1,141e-04 3,950e-02 1,484e-01
8 16 5,662e-06 4,333 5,097e-03 2,954 9,601e-03 3,950
16 16 2,593e-07 4,448 6,409e-04 2,991 6,057e-04 3,986
32 16 1,395e-08 4,217 8,024e-05 2,998 3,795e-05 3,997
64 16 1,188e-09 3,554 1,003e-05 2,999 2,373e-06 3,999
RT2 em malhas trapezoidais
4 18 1,541e-03 5,551e-02 1,254e00
8 16 1,892e-04 3,025 6,564e-03 3,080 2,043e-01 2,617
16 16 2,357e-05 3,005 8,079e-04 3,022 3,888e-02 2,394
32 16 2,945e-06 3,001 1,006e-04 3,006 8,751e-03 2,151
64 16 3,681e-07 3,000 1,256e-05 3,001 2,122e-03 2,044
BDM2 em malhas trapezoidais
4 22 3,592e-02 4,463e-01 8,099e00
8 17 1,143e-02 1,652 1,028e-01 2,119 2,838e00 1,513
16 16 4,554e-03 1,327 3,492e-02 1,557 1,182e00 1,264
32 16 2,106e-03 1,113 1,455e-02 1,264 5,544e-01 1,092
64 16 1,030e-03 1,031 6,840e-03 1,088 2,723e-01 1,026
ABF2 em malhas trapezoidais
4 17 2,421e-04 4,798e-02 2,268e-01
8 16 1,460e-05 4,052 6,102e-03 2,975 1,959e-02 3,533
16 16 9,564e-07 3,932 7,694e-04 2,987 1,997e-03 3,294
32 16 5,956e-08 4,005 9,639e-05 2,997 2,328e-04 3,100
64 16 3,826e-09 3,960 1,205e-05 2,999 2,855e-05 3,028
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Figura 20 – Taxas de convergência da pressão nos espaços RTk, BDMk e ABFk, k “ 0, 1, 2.
• Com espaços BDMk a precisão do fluxo no problema não linear é claramente afetada
inclusive em malhas quadradas. Observa-se (Tabelas 9-10, Figura 21), que ao contrário
do esperado no caso linear, a ordem de convergência do fluxo passa a ser de ordem
k em malhas afins; esse comportamento ocorre devido a um dos coeficientes não
lineares (K), já que a pressão é aproximada com uma ordem menor do que a do
fluxo, e a dependência de K com a pressão, resulta numa influência sobre os erros
do fluxo.
• Para os espaços ABFk em malhas trapezoidais, as taxas de convergência do fluxo e
do divergente são de ordem k ` 1, como previstas para o caso linear, como também
a taxa do fluxo em malhas quadradas. Para esse problema regular específico, ocorre,
como no exemplo do Capítulo 5, que a variável do divergente, é aproximada numa
taxa de superconvergência de ordem k` 2 em malhas quadradas (Figura 22; Tabelas
9-10). Observa-se nesse problema (Figura 20, Tabelas 8-10) uma superconvergência
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Figura 21 – Taxas de convergência do fluxo RTk, BDMk e ABFk, k “ 0, 1, 2.
na pressão de taxa próxima a k` 2 se k ą 0, que é maior à esperada, de ordem k` 1.
• Para esse exemplo, a influência da capacidade de aproximação da configuração de
espaços utilizada reflete-se no número de iterações necessário para a convergência,
apenas quando empregadas malhas menos refinadas. Observa-se que, nas malhas
mais refinadas o número de iterações tem pouca variação entre os espaços e os
diferentes graus polinomiais.
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Figura 22 – Taxas de convergência do divergente nos espaços RTk, BDMk e ABFk, k “
0, 1, 2.
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Capítulo 7
Conclusões
Nesse capítulo apresentamos o que foi concluído na tese, e as ideias e os trabalhos em
que se pretende utilizar o que foi apresentado e obtido neste trabalho. Em particular, busca-
se que a metodologia apresentada para a resolução de problemas elípticos não lineares da
forma (6.3)-(6.5) ofereça ferramentas para abordar as aproximações numéricas de problemas
parabólicos que descrevem o comportamento de fluidos ligeiramente compressíveis ou gases,
como os estudados no Capítulo 2.
Em problemas lineares da forma (3.2)-(3.4) a formulação mista-híbrida oferece as
vantagens conhecidas da formulação mista de dar uma boa aproximação do fluxo, e
convergência nas variáveis de pressão, fluxo e divergente em malhas afins. Na formulação
mista-híbrida, apesar de que o número total de incógnitas aumenta se comparado com
a mista, uma vez condensados os graus de liberdade associados às variáveis locais, o
custo computacional de resolver o sistema linear é igual nas duas formulações. Além
disso, a base local dos espaços de aproximação do fluxo na formulação mista-híbrida, não
precisa ser construída de forma a satisfazer requerimentos de continuidade na componente
normal do fluxo, o que permite uma grande flexibilidade na escolha da base local a ser
implementada. Ao resolver problemas lineares da forma (3.2)-(3.4), quando a malha estiver
composta de quadriláteros convexos gerais, é preciso avaliar a quantidade de interesse.
Para a aproximação do fluxo, os espaços de Raviart-Thomas e os de Arnold-Boffi-Falk
oferecem uma boa convergência mantendo a otimalidade tanto em malhas afins quanto
em malhas não afins. De outro lado, a escolha de um espaço da família Brezzi-Douglas-
Marini, embora ofereça a vantagem de conter menos graus de liberdade totais no sistema
global(sem condensar), apenas é apropriada no caso de malhas de quadriláteros afins
na aproximação do fluxo; no entanto, uma vez condensado o sistema global, os outros
espaços estudados fornecem uma aproximação melhor desta variável. Na variável da pressão
os espaços de Raviart-Thomas ou os de Arnold-Boffi-Falk fornecem uma convergência
ótima nas duas malhas; no entanto, com os espaços de Arnold-Boffi-Falk, é obtida uma
taxa de convergência superior em malhas afins e um erro de aproximação menor. Se for
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preciso uma boa aproximação do divergente, a escolha mais apropriada será um espaço de
aproximação dos propostos por Arnold-Boffi-Falk, que, mantendo uma boa aproximação
do fluxo, consegue uma convergência ótima do divergente, inclusive em malhas não afins.
Finalmente, em malhas não afins, os espaços de Brezzi-Douglas-Marini não são apropriados
na aproximação de nenhuma das variáveis, já que as taxas de convergência reduzem-se à
metade das obtidas em malhas afins.
Para problemas não lineares da forma (6.3)-(6.5), como provado por Milner (MILNER,
1985), as estimativas dos espaços de Raviart-Thomas de taxas ótimas na pressão, no fluxo
e no divergente em malhas afins, continuam valendo nesse problema que inclui as não
linearidades, como também a degradação da ordem de aproximação do divergente em
malhas não afins. Para os espaços de Arnold-Boffi-Falk, os experimentos mostraram que,
tanto as estimativas do caso linear como o comportamento de superconvergência do
divergente em malhas afins observados no caso linear, continuam mantendo-se no problema
não linear estudado. De outro lado, como mostrado nos experimentos do Capítulo 6, os
espaços de Brezzi-Douglas-Marini não mantém as taxas esperadas para o problema linear,
mostrando uma degradação na convergência do fluxo, devido à influência dos erros da
pressão. Esse comportamento ressalta a importancia de ter uma escolha apropriada para
aproximar as variáveis quando o problema é não linear.
Trabalhos futuros
Espera-se que os resultados obtidos nesta tese, além de oferecer alternativas na
escolha do método para aproximar as soluções dos problemas elípticos estudados, sejam
melhorados e utilizados como parte de uma metodologia para resolver outros problemas
elípticos e problemas parabólicos relacionados. A seguir, apresentam-se os trabalhos e
direcionamentos possíveis do trabalho desenvolvido.
• Discretização do problema parabólico
As aproximações numéricas de problemas elípticos através de formulações mistas
e mistas-híbridas, podem ser usadas como parte de um algoritmo na resolução
de problemas parabólicos, sempre que na discretização da derivada em relação ao
tempo forem usadas diferenças finitas. Usando uma discretização no tempo do tipo
Euler-Implícito ou Crank-Nicolson, com as famílias de espaços discretos de elementos
finitos mistos estudados, um trabalho futuro possível é procurar uma combinação
que ofereça vantagens de custo computacional, mantendo uma boa aproximação das
incógnitas.
• Otimalidade de espaços ABF em problemas não-lineares
Do estudo feito na tese, foi visto que, para o tipo de problema elíptico estudado,
usando a formulação mista-híbrida, as famílias de espaços de elementos finitos mistos
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estudadas, tem diferentes propriedades em relação à convergência. São conhecidas
as propriedades de convergência ótima dos espaços RTk em alguns problemas não-
lineares que incluem o caso estudado (3.2)-(3.4). No caso dos espaços BDMk, isso não
acontece como foi mostrado nos experimentos do Capítulo 6. Para a família de espaços
ABFk, os experimentos numéricos mostraram que as propriedades de convergência
ótima seguem valendo no caso não linear, inclusive em malhas trapezoidais, com
algumas superconvergências em malhas quadradas. Nesse sentido uma possibilidade
interessante é explorar problemas elípticos não lineares relacionados, e mostrar
teoricamente as taxas de convergência obtidas com os espaços ABFk.
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